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ABSTRACT 
Let a be any vertex of a graph G. By deletion of a and of all those edges of G which 
are incident with a, we obtain the subgraph G/a of G. If G is nonplanar, but all subgraphs 
G/a of G are planar, then we call G nearly planar. We remark that every nearly planar 
graph is necessarily finite. Main result: All nearly planar graphs are determined xplicitly. 
Let ~ be the class of all nearly planar graphs. Especially, ~ is composed of 4 different 
subclasses. For example, one subclass (without just 3 graphs) consists of all the non- 
planar graphs which can be embedded inthe Mtibius strip in such a way that the border 
of the M6bius strip is always a Hamilton line of these graphs. Another subclass contains 
exactly the nonplanar graphs that consist of a path together with a circuit as disjoint 
subgraphs and of at most yet such edges which combine any vertex of the circuit with 
any end-point of the path. Further we show for every nearly planar graph that its 
chromatic number is never greater than 5. Moreover, we prove the theorem that the 
chromatic number of a nearly planar graph G is equal to 5 if and only if G is isomorphic 
to a graph K~ * C~ with an odd number n ~> 3, where K2 is an edge with its two vertices, 
C~ being disjoint o Kz is a circuit with n vertices, and the operation * means that every 
vertex of/(2 is combined by an edge with every vertex of C~. 
EINLEITUNG 
Sei G ein Graph und sei a eine Ecke yon G. Dann bedeutet G/a den- 
jenigen Teilgraphen von G, der aus G durch Streichung von a samt aller 
mit a inzidenten Kanten yon G entsteht. Ist k eine Kante yon G, so 
bedeutet G --  k denjenigen Graphen, der aus G durch Streichung yon k 
entsteht. Wir nennen G fastpliittbar, wenn G nicht pl/ittbar aber jeder 
Tei|graph G/a von G (fiir jede Ecke avon  G) pl/ittbar ist. Wir werden in 
(1.1) mit Hilfe eines Theorems von Dirac-Schuster [1] zeigen, dass jeder 
fastpl~ttbare Graph endlich ist. Wir k/Snnen uns daher im folgenden auf  
die Betrachtung endlicher Graphen beschr/inken. Bekanntlich hat 
C. Kuratowski [3] in der Klasse aller (endlichen) nicht pl~ittbaren Graphen 
diejenigen Graphen bestimmt, die in Bezug auf  die Operation G -- k 
minimal sind. Es ist klar, dass die minimalen Graphen in Bezug auf die 
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obige Operation G/a in der Klasse aller nicht pl/~ttbaren Graphen genau 
die fastpl/ittbaren Graphen sind. Man sieht leicht, dass die von Kuratowski 
bestimmten minimalen Graphen (das sind bekanntlich die beiden voll- 
st/indigen Graphen K 5 und/s und alle ihre Unterteilungen) fastpl/ittbar 
sind. Die Klasse dieser Graphen, wir nennen sie die Kuratowski'sche 
Klasse, ist also als Teilklasse enthalten i  der Klasse aller fastpl/ittbaren 
Graphen. Die Klasse der fastpl//ttbaren Graphen dtirfte daher von 
gewissem Interesse sein. 
Kurz gesagt, ist das Hauptresultat dieser Note, dass wir im folgenden 
alle fastpl6ttbaren Graphen explizit ermitteln. Im einzelnen erhalten wir, 
dass sich die Klasse ~ aller fastpl/ittbaren Graphen aus vier bestimmten 
Teilklassen if1, ~2, ~3 und ~4 zusammensetzt. ~1 besteht aus dem Graphen 
/s und allen seinen Unterteilungen. Man kann also sagen, dass diese 
Teilklasse die eine ,,H/ilfte" der Kuratowski'schen Klasse darstellt. 
~2 enth/ilt genau alle diejenigen Graphen von ~, die einen sogenannten 
Graphen M 4 als Teilgraph enthalten. Hierbei besteht M 4 aus dem Rand 
eines M/Sbius'schen Bandes und 4 weiteren Kanten, die das M6bius'sche 
Band in 4 ,,Rechtecke" zerlegen. Satz 1 besagt, dass alle Graphen yon ~2, 
mit Ausnahme der drei Graphen yon Figur 1, in das M6bius'sehe Band 
z9 3 G 3 
~ ~ b2 0 2 
- -  e2 a 3 I ~  b 3 
b ! e I C 3 
FIGUR 1 FIGUR 2 FIGUR 3 
in einer solchen Weise eingebettet werden k6nnen, class der Rand des 
M6bius'schen Bandes eine Hamilton'sche Linie dieser Graphen ist. In ~3 
liegen diejenigen fastpl/ittbaren Graphen, die (wie sp/iter pr/izisiert wird) 
ein in gewisser Weise sich ,,kreuzendes" Kantenpaar enthalten. C!ber die 
Graphen dieser Klasse beweisen wir (vgl. Satz 2), class jeder yon ihnen als 
Teilgraph in einem Graphen S u (a * C~) u (b * C~) enthalten ist. Hierbei 
bedeuten S einen Weg mit den Endpunkten a und b, der im iibrigen aus 
beliebig vielen Ecken und Kanten bestehen kann, C, einen zu S dis- 
junkten Kreis aus n Ecken und n Kanten und die Operation., dass a 
beziehungsweise b mit allen n Ecken von C,/durch Kanten zu Verbinden ist, 
328 WAGNER 
Umgekehrt liegen alle solche Graphen S t3 (a 9 C~) u (b 9 Cn) mit 
n ~> 3 in ~3. ~4 ist das Komplement der Vereinigung der drei ersten 
Klassen. Wir teilen die Graphen dieser Klasse in verschiedene Typen ein 
und k6nnen zun/ichst zeigen, dass fiir diese Typen die maximale Ecken- 
zahl gleich 15 ist. Wir nennen eine Kante k eines Graphen G eine 
Kuratowski'sche Kante yon G, wenn G-  k nicht pl/ittbar ist. Dann 
betrachten wir in ~4 die beiden folgenden Operationen : 1. Die ent- 
gegengesetzte Operation der Unterteilung einer Kante, d.h. wit ersetzen 
einen Weg von G, wenn seine von den Endpunkten verschiedenen Ecken 
jeweils nur mit zwei Kanten von G (also jeweils nur mit den beiden 
Kanten des Weges) inzidieren, durch eine einzelne Kante, die die beiden 
Endpunkte des Weges in G verbindet, 2.wir streichen eine Kuratowski'sche 
Kante k von G, wenn von wenigstens einer Ecke von k (nur) drei Kanten 
in G ausgehen. Wir haben dann (vgl. Satz 3) alle in Bezug auf diese beiden 
Operationen (1) und (2) minimalen Graphen in der Klasse ~4 bestimmt. 
Das Ergebnis ist kurz das folgende : 1. (vgl. Fig. 2) Man lege den K3.3 
auf ein M6bius'sches Band M derart, dass die Kanten (aibi), i = 1, 2, 3 
von K3.8 M in 3 Vierecke zerlegen, unterteile jede Kante (aibi) durch eine 
Ecke ei und verbinde (durch Kanten) cl mit a3 und b3, cs mit aa und 
bx, c3 mit a2 und b2 9 2. (vgl. Fig. 3) In einem Prisma P unterteile man die 
gemeinsame Kante zweier Vierecke Vlund V2 von P durch eine Ecke a, 
verbinde a mit den beiden gegeniiberliegenden Ecken von V1 und zeichne 
in Vs die beiden Diagonalen. 3. P * a, das heisst, man verbinde ine (neue) 
Ecke a mit allen Ecken eines Prismas P. Schliesslich 4. adjungiere man 
zu K3.3 ein Dreieck, dessen Eckentripel eins der beiden Eckentripel des 
/s ist. Diese Graphen 1 his 4 sind genau alle (im obigen Sinne) minimalen 
Graphen von ~4. Da alle (echten) Unterteilungen von Ka.3 in N4 liegen, 
enth/ilt ~4 (im wesentlichen) die andere ,,H/ilfte" der Kuratowski'schen 
Klasse. 
Aus Satz 3 folgt, dass die chromatische Zahl der Graphen von ~4 nicht 
4 iibertrifft, da die minimalen Graphen dieser Klasse mit 4 oder weniger 
Farben f/irbbar sind. Ferner zeigen wir, dass auch die chromatische Zahl 
der Graphen von 82 nicht 4 tibertrifft. Es ist klar, dass in ~1 nur der/s die 
chromatische Zahl 5 hat. In ~3 haben die Graphen/s * Cn mit ungeradem 
n die chromatische Zahl 5; dagegen lassen sich alle iibrigen Graphen 
dieser Klasse mit 4 oder weniger Farben f/irben. Damit ist gezeigt (vgl. 
Satz 5), dass die chromatische Zahl eines fastpliittbaren Graphen nicht 
gr6sser als 5 sein kann und dass sie genau dann gleich 5 ist, wenn der Graph 
isomorph zu einem Graphen Ks * Cn mit einem ungeraden >~ 3 ist. Zum 
Schluss m/Schten wir noch darauf hinweisen, dass die Hadwiger-Vermutung, 
wie aus unseren Ergebnissen folgt, far die fastpl~ittbaren Graphen richtig 
ist und zwar sogar in der sch/irferen Form, dass jeder fastpl/ittbare Graph 
FASTPLATTBARE GRAPHEN 329 
mit einer chromatischen Zahl r ( ~< 5) entweder einen Kr oder eine Unter- 
teilung des K~ als Teilgraph enth/ilt. 
1. DEFINITIONEN UND HILFSS~.TZE 
Sei G ein beliebiger (endlicher oder unendlicher) Graph ohne Schlingen 
und ohne mehrfache Kanten. G' heisst eine Unterteilung yon G, wenn man 
G' aus G durch Unterteilung von Kanten (Einffigung neuer, jeweils 
endlich vieler Ecken auf Kanten von G) erh/ilt. Wir nennen auch G selbst 
eine Unterteilung yon G. Man versteht unter dem Grad einer Ecke avon  
G die Anzahl (=  Kardinalzahl der Menge) aller mit a inzidenten Kanten 
yon G. Sind je zwei verschiedene Ecken eines Graphen durch eine Kante 
verbunden, so heisst der Graph vollstiindig. Wir bezeichnen einen voll- 
st/indigen Graphen mit der Eckenzahl r mit Kr 9 Nimmt man zwei Ecken- 
tripel und verbindet man jede Ecke des einen Tripels mit jeder Ecke des 
anderen Tripels dutch eine Kante, so erh/ilt man den Graphen K3.~ 9 Wir 
sagen, ein Graph erfiillt die Kuratowski'sche Bedingung, wenn er weder 
eine Unterteilung des /(5 noch eine Unterteilung des K3.3 als Teilgraph 
enth/ilt. Ein Graph heisst eben, wenn seine Ecken als Punkte und seine 
Kanten als JordanNSgen in der Ebene liegen, jeder dieser Jordanb/Sgen 
zwei Ecken des Graphen verbindet und diese Jordanb6gen, ohne End- 
punkte gerechnet, disjunkt sind. Gibt es einen ebenen Graphen, der mit G 
isomorph ist, so heisst G pliittbar. Kuratowski [3] hat den Satz bewiesen, 
dass ein endlicher Graph genau dann pl/ittbar ist, wenn er die 
Kuratowski'sche Bedingung erftillt. Dirac-Schuster [1] haben bewiesen, 
dass die Kuratowski'sche Bedingung auch ftir die P1/ittbarkeit abz/ihlbarer 
Graphen (d.h. mit abz/ihlbar vielen Ecken) notwendig und hinreichend ist. 
Allgemein gilt : 
1.1. Ein (endlicher oder unendlicher) Graph G ist genau dann pliittbar, 
wenn er die folgenden Bedingungen erfi~llt : 1. Die Kuratowski'sche Bedin- 
gung, 2. G enthiilt h6chstens abziihlbar vie!e Ecken vom Grad >~ 3 und 
3. G enthiilt h6chstens kontinuum-viele E ken. 
BEWEIS " Wir zeigen zun/ichst, dass die Bedingungen (1), (2) und (3) 
notwendig sind. Far die Bedingungen (1) und (3) ist dies sofort klar. Um 
auch die Notwendigkeit der Bedingung (2) zu beweisen, mtissen wir 
zeigen, dass es keinen ebenen Graphen mit iiberabz/ihlbar vielen Ecken 
vom Grad >/3 gibt. Wir fiihren den Beweis indirekt. Wir nehmen an, man 
h/itte einen ebenen Graphen G mit iiberabz/ihlbar vielen Ecken vom 
Grad ) 3, Sei E die Menge dieser Ecken, Dann gehen von jeder Ecke 
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a ~ E (mindestens) 3 JordanbSgen Ji = Ji(a), i = 1, 2, 3 als Kanten 
yon G aus. Sei p eine (feste) positive, rationale Zahl und sei Ep die Menge 
derjenigen Ecken a ~ E, fiir die es auf jedem der 3 JordanbSgen Ji(a) 
Punkte ausserhalb des Kreises um a (als Mittelpunkt) mit dem Radius p 
gibt. Die Vereinigungsmenge dieser Ep fiir alle rationalen p > 0 ist 
offenbar gleich E. Da E iiberabz/ihlbar ist, gibt es ein Po > 0 mit einer 
iiberabz/ihlbaren Menge Epo. Diese Menge besitzt (mindestens) einen 
Kondensationspunkt ao. Sei So der Kreis um ao mit dem Radius po/2. 
Dann ist die Menge E o der im Innern von So liegenden Punkte von Epo 
tiberabzghlbar. Ferner folgt fiir jedes a ~ E o , dass jeder der 3 JordanbSgen 
Ji(a) den Kreis So trifft, also auch, yon a aus gerechnet, einen ersten 
Schnittpunkt bi(a) mit So hat. Sei dann E~ ftir jede (feste) rationale Zahl 
6 > 0 die Menge derjenigen a E Eo, ftir die je zwei der 3 zugehSrigen 
Schnittpunkte bi(a) einen Abstand > 6 voneinander haben. Da die 
Vereinigungsmenge dieser E~ ftir alle rationalen 6 > 0 offenbar gleich 
der tiberabz/ihlbaren Menge E 0 ist, gibt es ein 30 > 0 mit einer zugehSrigen 
unendlichen (sogar iiberabz/ihlbaren) Menge E~~ Da So kompakt ist, 
gibt es eine unendliche Folge (verschiedener) ase E~o, n ---- 1, 2,..., und 
drei (verschiedene) Punkte ci (i = 1, 2, 3) auf So mit einem Minimalab- 
stand ~> 3 o voneinander derart, dass simultan limn_~o bi(a~)= c~ ftir 
i = 1, 2 und 3 gilt. Ftir hinreichend grosses N g/ibe es dann aber in 
t t ' ' ' sodass deren bi(aN) und bi(a~+O um unserer Folge a,~ ein a N und aN+~, 
weniger als 60/2 von ci entfernt 1/igen. Die drei JordanbSgen J~(a}), 
i = 1, 2, 3, jeweils bis zu den Punkten b~(a'~) genommen, zerlegen das 
Innere von So in drei Gebiete. Da die e~ (i = 1, 2, 3) einen Minimal- 
abstand ~> 60 voneinander haben und anderseits die Absffinde der b~(a'u) 
und b~(a}+O von c~ kleiner als 6o/2 sind, mtisste dann aber einer der drei 
JordanbSgen J~(a}+l) mit wenigstens einem Ji(a~) einen Punkt gemeinsam 
haben. Aus diesem Widerspruch folgt, dass jeder ebene Graph hSchstens 
abz/ihlbar viele Ecken mit einem Grad >~ 3 hat. Nun setzen wir umgekehrt 
voraus, dass ein Graph G die Bedingungen (1), (2) und (3) erftillt. Es ist 
zu zeigen, dass G pl/ittbar ist. Wegen (3) hat G hSchstens kontinuum-viele 
Komponenten. Ferner gibt es wegen (2) hSchstens abz/ihlbar viele Kom- 
ponenten von G, die Ecken vom Grad ~> 3 enthalten. Wit betrachten 
zun/ichst diejenigen Komponenten von G, worin alle Ecken vom Grad ~< 2 
sind. Diese Komponenten sind aber entweder einzelne Ecken oder (endliche 
oder unendliche) Wege oder Kreise. Nun kann man diese (h0chstens 
kontinuum-vielen) Komponenten alle zusammengenommen, wie man 
leicht sieht, in jedes ,,beliebig kleine" Rechteck der Ebene einbetten. Es 
bleiben daher nur noch die hSchstens abzghlhar vielen Komponenten yon 
G tibrig, worin Ecken vom Grad ~> 3 existieren. Seien Gin, m = 1, 2 ..... 
diese Komponenten, Sei A m bzw. B~ die Menge aller Ecken yon Gm mit 
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einem Grad /> 3 bzw. ~< 2. Offenbar zerfiillt die Vereinigungsmenge aus 
den Ecken yon Bm und allen an diesen Ecken anstossenden Kanten von 
Gm in bestimmte Wege, die wir die freien Wege von Gm nennen. Durch 
folgende Ab~nderung von Gm erhalten wir aus Gm wegen (2) einen abz~ihl- 
baren Graphen G" mit der Eckenmenge Am : Man streiche in Gm alle 
Ecken von Bm samt der anliegenden Kanten und verbinde zwei verschiede- 
ne Ecken von Am durch eine (neue) Kante genau dann, wenn diese Ecken 
durch einen freien Weg, aber nicht durch eine Kante yon Gm verbunden 
sind. Diese (abge~nderten) G,~ erfiillen die Kuratowski'sche Bedingung, 
da die G~ diese Bedingung erfiillen. Daher gibt es nach dem Satz von 
Dirac-Schuster einen mit G~ isomorphen, ebenen Graphen G~. Man 
kann nun aber leicht diese G~ in der Ebene so ab~ndern, dass man mit 
ihrer Hilfe auch noch die Gm in die Ebene ,,hereinbekommt". Hierzu 
mfissen wir die Kanten (Jordanb6gen) von G" durch ,,Jordanstreifen" 
ersetzen. Wir definieren diese zun~ichst. Seien zwei Punkte a und b der 
Ebene durch zwei bis auf a und b punktfremde JordanbSgen J1 und J~ 
verbunden, wobei ein Anfangs- und ein Endsttick sowohl von J1 als auch 
von J2 Strecken sein sollen. Wir nennen dann die Menge derjenigen 
Punkte in der Ebene, die entweder auf oder im Innern der geschlossenen 
Jordankurve J1 w J~ liegen, einen Jordanstreifen mit den Endpunkten a
t t  und b. Seien nun a ,a ,  am2 ..... a~ ........ die Ecken von G,~. Ferner sei 
G"n der von den Ecken am1, am2 .... , am,~ aufgespannte Untergraph von 
G~, n = 1, 2 ..... Mittels vollsffindiger Induktion kann man dann zu 
jedem G~ einen isomorphen Graphen G* in der Ebene konstruieren, dessen 
Kanten s~imtlich Jordanstreifen sind. Denn fiJr G"I ist dies trivial. Sei 
G*,~ ein zu G~, isomorpher Graph in der Ebene, dessen Kanten s~imtlich 
Jordanstreifen seien, wobei sich auch die Gebiete, in die G"n bzw. G,*~ die 
Ebene zerlegt, umkehrbar eindeutig unter Erhaltung aller Inzidenzen ent- 
sprechen sollen. Man zeichne dann eine Ecke a*,+x in demjenigen bei 
dieser Zuordnung entsprechenden Gebiet, worin am,n+x liegt. Da G".,+I 
ein endlicher Graph ist, kann man nach dem Jordanschen Kurvensatz die 
Ecke a* in dem betreffenden Gebiet, worin wir diese Ecke gezeichnet re,n+1 
haben, mit denjenigen Ecken von G*,~ durch Jordanstreifen verbinden, 
deren Urbilder mit am,n+1 durch Kanten (Jordanb~Sgen) von G~,,+~ 
verbunden sind. Offenbar ist dann die Vereinigungsmenge di ser G*,~ (bei 
festem m) ein zu G~ isomorpher Graph G*, dessen Kanten s~imtlich 
Jordanstreifen sind. Nach Definition von G~ ist dann aber klar, dass sich 
Gm mit Hilfe yon G~* in die Ebene einbetten l~isst. Da wir htichstens abz~ihl- 
bar viele Gm haben, ist auch G pl~ittbar. Hiermit ist der Satz (1.1) bewiesen. 
Erftillt ein Graph G nicht die Bedingung (2) oder (3), so enth~ilt er nach 
(1.1) nicht pl~ittbare Untergraphen G/a. Daher enth~ilt jeder fastpl~ittbare 
Graph nach (1.1) eine Unterteilung von K 5 oder von K3, 3 als Teilgraph. 
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Daraus folgt aber weiter, dass jeder fastpl/ittbare Graph endlich ist. Nun 
enth/ilt jeder Graph, der aus einer Unterteilung des/s und einer Kante 
besteht, die zwei freie Wege dieser Unterteilung verbindet, eine Unter- 
teilung des K3. 3 . Zusammen folgt daraus: 
1.2. Ist G ein fastpliittbarer Graph, so ist entweder G eine Unterteilung 
des K~ oder G enth~ilt eine Unterteilung des K~, 3 . Im letzten Fall verbindet 
jede Kante yon G zwei Ecken dieser Unterteilung des K3,~ 9 
Die in (1.2) zuerst genannten Graphen (Unterteilungen des/s fassen 
wir zur Klasse ~1 zusammen. Wir brauchen uns daher im folgenden allein 
mit den in (1.2) zuletzt genannten Graphen zu befassen. Im folgenden 
bedeute G immer einen solchen Graphen. Wir bezeichnen eine Unter- 
teilung des K3,3 mit K~.3. Wir nennen dann jedes K~,3 _CC G ein Geri~st von 
G. Hierzu ist zu bemerken, dass G mehrere Gertiste enthalten kann. Im 
folgenden denken wir uns ein Geri]st P von G fest gew/ihlt, wir  nennen 
jede Ecke von G, die nur mit zwei Kanten von F inzidiert, eine Nebenecke 
von G (beztiglich F). Dagegen ennen wir die iibrigen 6 Ecken von G, die 
also mit drei Kanten von/"  inzidieren, die Endecken von G (bezfiglich/'). 
Die Endecken von G bilden zwei Eckentripel, im folgenden mit 
aa, a2, a3 und b 1 , b2, ba 
bezeichnet, wobei jede Ecke des einen Tripels mit jeder Ecke des anderen 
Tripels durch einen Weg von F verbunden ist. Wir bezeichnen denjenigen 
Weg von F, der av mit bu verbindet (v = 1, 2, 3;/z = 1, 2, 3) mit <a, ... b~) 
oder auch mit (b~ .,. a,). Streicht man die beiden Endpunkte a, und b~ 
des Weges <a, ... b,), so erh/ilt man einen offenen Weg, den wir mit 
(a~ ... b~) oder auch mit (b~ ... a~) bezeichnen. Gelegentlich werden wir 
auch halboffene Wege <a, ... b~) bzw. (a, ... b,) betrachten, worin nur 
der eine Endpunkt a, bzw. b~ aufgenommen werden soil Wir nennen die 
obigen Wege auch kurz F-Wege. Wir nennen al ,  a2, aa kurz die a-Ecken 
von G, dagegen bl,  b2, b3 die b-Eeken von G. Die Gleichung 
(av ... b,) = (a~b~) 
sol1 besagen, dass (av ... b~) nur aus der Kante (a,b~) besteht. Wir nennen 
zwei/'-Wege benachbart, wenn sie verschieden sind und in einer Endecke 
zusammenstossen. Schliesslich nennen wir eine Kante von G eine Quer- 
kante von G, wenn sie nicht in F liegt. Dann folgt: 
1.3. 1st k eine Querkante yon G, so gilt genau einer der folgenden vier 
FiilIe : k ~erbindet : 
A. eine Nebenecke mit einer Endecke yon G, 
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B. zwei Nebenecken yon G, die auf zwei benachbarten F-Wegen liegen, 
C. zwei Nebenecken yon G, die auf zwei nieht benaehbarten F-Wegen 
liegen, 
D. zwei Endecken yon G, und zwar zwei a-Eeken oder zwei b-Eeken. 
B~wEIs : Eine Querkante k von G verbindet nicht zwei Ecken desselben 
F-Weges, da wir sonst mit Hilfe von k eine Ecke a dieses Weges vermeiden 
k6nnten und G/a infolgedessen nicht pl~ittbar w~ire. Da k aber zwei Ecken 
von F verbindet, sind nut die F~ille (A) his (D) mtiglich. 
a 3 b 3 
//-Kante B-Kante 
F tc t~ 4A FIGUR 4B 
a3 b3 u3 b3 
C-Kante D-Kante 
FiouR 4C FIOtJR 4D 
Entsprechend (1.3) nennen wir k eine A-, B-, C- oder D-Kante von G 
(s. Fig. 4A-D). Wir bemerken ausdrficklich, dass jede A-Kante yon einer 
Endecke von G ausgeht und stets auf einem solchen/'-Weg endet, der nicht 
an dieser Endecke liegt. Eine D-Kante verbindet immer entweder zwei 
a-Ecken oder zwei b-Ecken. Wir bemerken och, dass wir die a-Ecken 
und b-Ecken von G aus Symmetriegrfinden von/ "  beliebig nummerieren 
k6nnen und auch die beiden Buchstaben a und b vertauschen diirfen. Wit 
dfirfen daher bei Betrachtung einer Querkante k von G voraussetzen, dass 
k in dem ,,oberen" Viereck der Figuren 4A-D liegt und zwar in solcher 
Lage, wie wires dort angedeutet haben. Aus gleichem Grund gelten die 
unten folgenden Hilfss/itze fiir a- und b-Ecken symmetrisch, 
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1.4. Ist k eine A-Kante, die aa mit (a, ... b,) verbindet, so ist (aa ... b~) 
notwendig eine Kante. 
BEWEIS: Gem~iss der Vorbemerkung sei )~ = 1 und v =/z  = 2 
gew~ihlt (s. Fig. 4A). Ersetzt man (ax ... b2) in / "  durch die Kante k, so 
erh~ilt man ein K~.3 C G, worin der Weg (a~ ,.. b2) ganz fehlt. Also muss 
dieser Weg eine Kante sein, da G fastpl~ittbar ist. 
Weiter gilt : 
1.5. Ist k = (ele2) eine B-Kante (s. Fig. 4B und vgL die Vorbemerkung 
zu 1.4), die (al ... b2) mit (b2 ... az) verbindet, so sind e a und e2 mit b~ in G 
benaehbart, d.h. (b2 ... el) und (b2 ... ez) sind Kanten. 
BEWEIS : Offenbar ist F - -  (b2 ... el) ein K~,3 (s. Fig. 4B). Analog ist 
/" - -  (b~ ... e2)ein K~,z. Daher enth~lt weder (b2 ... el) noch (b~ ... e2) eine 
Ecke, da sonst G nicht fastpliittbar w~ire. 
1.6. Ist k = (ele2) eine C-Kante yon G, die (al ... b2) mit (a2 ... bl) 
verbindet (s. Fig. 4C), so folgt (ai ... hi) = (aibi) fi~r i = 1, 2, 3. 
Denn offenbar ist (F  w k ) -  (a~ ... bi) ein K~;g. Also enth~ilt kein 
(as ... bi), i = 1, 2, 3 eine Ecke. Weiter gilt der fiir uns wichtige Hilfssatz : 
1.7. G enthiilt nieht zugleich B- und C-Kanten. 
BEWElS : Sei k eine C-Kante von G. Wit k~Snnen annehmen, dass k die 
Wege (a 1 ... b2) und (a2 ... bl) miteinander verbindet (s. Fig. 4C). Nach 
(1.6) sind dann (ai ,.. hi) Kanten, i = 1, 2, 3. Wfirde weiter G eine B-Kante 
k'  enthaltenl so brauchen wir aus Symmetriegri inden nur die beiden 
F~ille zu unterseheiden, dass k '  entweder (a 1 ... b2) mit (b2 ... a3) oder 
(b~ ... a3) mit (as ... bl) verbindet. Im ersten Fall wiirde aber G/b2 und im 
letzten Fall G/a s einen K~. 3 enthalten. Also k6nnen B- und C-Kanten 
nicht zugleich in G vorkommen. 
Die fastpl~ittbaren Graphen haben noch folgende Eigenschaft : 
1.8. Ist G fastpliittbar und ist G' ein nicht pliittbarer Teilgraph yon G, so 
ist G' fastpliittbar. 
Denn G/e ist fiir jede Ecke e ~ G pl~ittbar, daraus folgt, dass G'/e' ffir 
jede Ecke e' ~ G' pl~ittbar ist. Nach Voraussetzung ist G' nicht pl~ittbar. 
Also ist G' fastpliittbar. 
~hnl ich wie (1.8) folgt allgemeiner, dass jedes nicht pl~ittbare, homo-  
morphe Bild (s. [2]) eines fastpl~ittbaren Graphen fastplfittbar ist, Man 
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erhiilt also durch Kontraktion beliebiger Kanten eines fastpl~ittbaren 
Graphen stets fastpl~ittbare oder pliittbare Graphen. 
Adjungiert man zu einem fastpliittbaren Graphen G sukzessive (neue) 
Kanten, wobei die hierbei entstehenden Graphen irnmer wieder fastpliitt- 
bar sein sollen, so erhalt man am Ende einen fastpliittbaren Graphen 
3_ G (mit der gleichen Eckenmenge wie die von G) mit der Eigenschaft, 
dass jeder Graph, der aus G durch Adjunktion einer weiteren Kante 
hervorgeht, nicht fastpliittbar ist. Wir nennen jedes solche ~ einen max# 
malen Graphen von ~. Sei ~ die Teilklasse aller maximalen Graphen von 
~. Aus (1.8) folgt unmittelbar : 
1.9. Die Klasse ~ aller fastpliittbaren Graphen setzt sieh zusammen aus 
der Klasse ~ aller maximalen Graphen yon ~ und allen nieht pliittbaren 
Teilgraphen yon Graphen aus (L 
Wir sehen also, dass ~ im wesentlichen aUein durch ~ bestimmt ist. 
Nach (1.9) ist jeder Graph, der einen nicht pl~ittbaren, icht fastpl~ttbaren 
Graphen als Teilgraph enth~ilt, nicht fastpliittbar. Der folgende Hilfssatz 
gibt dariiber Aufschluss, wann aus einem nicht pliittbaren Graphen durch 
Adjunktion gewisser Kanten ein nicht fastpliittbarer Graph hervorgeht. 
1.10. Ist (bs ... as) mit (bs ... al) durch eine Kante k x und ist ferner 
(bs ... as) mit (bs ... a3) dutch eine Kante ks verbunden (s. Fig. 5), so ist 
F w k~ w k s nichtfastpliittbar. 
Denn es folgt : ( / 'w  kl u k2)/bs 3- K~.a (s. Fig. 5), Nach (1.8) und 
(1.9) kann daher ein fastpl~ittbarer G aph niemals zwei solche Kanten 
kl und ks enthalten. 
1.11. Enthiilt G keine C-Kante, so hat jede Nebeneeke yon G einen 
Grad <~ 4 in G; d.h. yon jeder Nebenecke yon G gehen h6ehstens zwei 
Querkanten aus. 
BEWEIS : W~ire der Grad einer Nebenecke yon G gr/Ssser als 4, so 
wiirden von e mindestens drei Querkanten k 1 , k2, k3 ausgehen, da emit  
genau zwei Kanten von/ '  inzidiert. Wir k~nnen annehmen, dass e auf 
(a2 ... b2) liegt. Da G nach Voraussetzung keine C-Kante enthiilt, enden 
k l ,  k2 und k 3 auf den vier mit (a2 ... b2) benachbarten Wegen (b2 .., axe, 
(bs ... as), (a2 ... b~, (as ... b3) (vgl. Fig. 5). Nach (1.4) und (1.5) enden 
k l ,  k2, ks aber auf drei verschiedenen Wegen. Daher miissten zwei 
Kanten, etwa k x und ks, auf den beiden in as oder auf den beiden in bs 
anstossenden Wegen enden im Widerspruch zu (1.10). 
Wir sagen, ein/'-Weg (a~... b~) ist mit a a (h 3~: v) bzw, mit b~ (~ ~/z)  
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querverbunden (i G), wenn es entweder eine von aa bzw. von ba ausgehende, 
auf (a~ ... b,) endende A-Kante gibt oder, wenn es eine B-Kante gibt, die 
(a, ... b,) mit (a~ bu) bzw. mit (ha ... a~) verbindet. 
1.12. Jeder F-Weg ist mit h6chstens einer a-Ecke und mit h6chstens einer 
b-Ecke, also insgesamt mit h6chstens zwei Ecken querverbunden in G. 
BEWEIS : Sei ein F-Weg etwa mit zwei a-Ecken querverbunden. Aus 
Symmetriegri2nden k6nnen wir annehmen, dass es sich um den F-Weg 
(a2 ... bz) handelt. Da die Endecken, mit denen dieser Weg querverbunden 
ist, verschieden von a2 und b2 sind, mfisste (a2 ... b2) mit al und a3 quer- 
verbunden sein im Widerspruch zu (1.10). 
Weiter folgt : 
1.13. Ist (a2 ... b2) mit ai und bl querverbunden, so gibt es keine A-Kante, 
die a2 oder b2 mit (al ... bO verbindet. 
Denn w/ire etwa a2 mit (a  I . ,. b l )  verbunden, so h~itte man G/b2 D_ K~,3 
(vgl. Fig. 6, worin die beiden Tripel der Endecken von diesem Ks 3 kurz 
mi t I  bzw. I I  bezeichnet sind), 
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Im fo lgenden setzen wir : 
(a l  . . .  bl> k.) <b 1 , . .  a2> k.) (as ... bs> u (b~ ... al> = V 1 
(as ... b2> w (b2 ... a~> u (a~ ... b3> w (ba ... a~> = V2 
(az ... bs> u (b8 ..- a l> k.) (a  1 . . .  b l> k.) (b  I . . .  a3> : V 3 
und nennen V~ (i = 1, 2, 3) die ,,Vierecke" von F. Wir sagen, zwei 
Querkanten von G kreuzen sich (in einem Vi), wenn jede von ihnen zwei 
Ecken von V~ verbindet und die beiden Eckenpaare dieser Kanten sich 
auf V~ trennen. Dann gilt : 
1.14. 1. Eine C-Kante kreuzt nie eine andere Kante. 
2. Eine B-Kante kreuzt keine A-, B-, oder C-Kante. 
3. Kreuzen sich zwei A-Kanten ka und k2, so geht die eine dieser Kanten yon 
einer a-Ecke und die andere Kante yon einer b-Eeke yon G aus. Kreuzen 
sich hierbei kl und ks in V1 und geht etwa ka yon a~ , k 2 yon b~ aus, so enden 
entweder kl und k2 (beide) auf (as ... bs) (s. Fig. 7), oder kl endet auf 
(bl ... a2) und ks endet auf (a 1 ... bs), (s. Fig. 8). Im letzten Fall (Fig. 8) 
folgt ausserdem, dass es ein Geriist yon G gibt mit einer C-Kante (bezi~glich 
dieses Geri~stes). 
BEWEIS : Aus (1.4) und (1.5) folgt unmittelbar (2). Ferner folgt aus 
(1.5), dass keine C-Kante eine B-Kante kreuzt. Wfirde eine C-Kante 
(s. Fig. 4C) von einer A-Kante k' gekreuzt, so kSnnten wir wegen (1.6) 
annehmen, dass k' von a~ ausgeht und in einer Ecke e' ~ (as ... es) endet. 
Dann wfirde aber K~.3 C G/b~ folgen ffir ein K~. 3 mit den Endeckentri- 
peln a l ,  b~, e~ (s. Fig. 4C) und b l ,e l ,  e'. L~ge die C-Kante k 
(s. Fig, 4C) und die D-Kante (ala2) in G, so ersetze man im vorigen 
Fall e' durch as und man erhiilt den gleichen Widerspruch wie vorhin. 
Wfirde die C-Kante k yon einer anderen C-Kante k' gekreuzt, so h~tte 
man nur die beiden F~lle zu unterscheiden, dass k' die Wege (al ... e0, 
(es ... a2) oder (al ... b0, (as ... b2) miteinander verbindet, In beiden Fiillen 
folgt aber analog wie vorhin K~,~ C G/b3. Aus diesen Widersprtichen 
folgt (1). Dass ffir (3) nur die beiden oben genannten Ffille mSglich sind, 
folgt unmittelbar aus (1.4). Schliesslich im letzten Fall (Fig. 8) von (3) 
erhalten wit mit (_P w k0 -- (al ... b0 ein neues Gerfist von G mit der 
C-Kante k2 9 Hiermit ist (1.I4) bewiesen. 
Schliesslich gilt : 
1.15. Ist (a2 ,.. bs) mit ax und bl dutch zwei sich kreuzende A-Kanten 
kl = (aleO und k2 = (ble2) yon G verbunden (s. Fig. 7), so folgt : (al ... b3) 
und (b 1 ... a3) sind Kanten undjede Querkante yon G geht yon al oder bl aus 
und endet auf V2 . 
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BEWEIS : Zuvor bemerken wir, dass der Graph V1 w V2 t9 k I k) k2 
nicht pl/ittbar ist, da er ein Ks mit den Endeckentripeln as,  a2, e2 und 
b l ,  b2, el ist (vgl. Fig. 7). Daher sind (a~ ... ba) und (b I . . .  a3) Kanten. 
Sei k eine Querkante von G, die weder an  a I noch an bx liege. Zun/ichst 
folgt, dass k keine D-Kante ist. Denn sonst miisste sie a2 mit a3 oder b2 mit 
b8 verbinden. Dann w/ire aber G/b3 D_ Ks bzw. G/aa D_ K~.a. Also ist k 
keine D-Kante.  Sei k eine B-Kante. Da (a~ ... b2), (a l  ... bs), (bl  ... a2) und 
(bl ... as) Kanten sind, braucht man hier nur die beiden F/file zu unter- 
scheiden, dass k 1. (bs ... as) mit (as ... b3) oder 2, (bs ... aa) mit (a3 ... ba) 
verbindet. Im 1. Fall ergibt sich wegen (1.10) ein Widerspruch. Der 2. Fall 
fiihrt nach der obigen Vorbemerkung zum Widerspruch G/aa D_ K~.3. Sei 
k eine A-Kante. Dann kommen aus Symmetriegri inden nur die beiden 
F/ille in Betracht, dass k entweder an as oder an as liegt. Im 1. Fall miisste 
wegen (1.4) entweder k auf (a 1 . . .  b l )  enden, was wegen (1.13) nicht 
mtiglich ist, oder k mtisste auf (a~ ... b3) enden, was nach der obigen 
Vorbemerkung aber G/bn D_ K~.a erg/ibe. In dem anderen Fall, dass k an 
aa liegt, folgt /ihnlich wie im vorigen Fall zun/ichst, dass k nicht auf 
(a2 ... bn) endet. Wegen (1.12) endet k auch nicht auf (as ... bs). Also 
miisste k notwendig auf (al . . .  b l )  enden. Dann erhielte man aber 
G/el D_D_ K~,a (vgl. Fig. 7) Ftir ein K~,a mit den Endeckentripeln a l ,  b l ,  as 
und bs,  b3, e, wobei e der auf (al ... bl) liegende Endpunkt  von k ist. 
Schliesslich sei k eine C-Kante. Dann folgt zun/ichst/ihnlich wie in dem 
vorhergehenden Fall, dass k nicht (al ... b0 mit (as ... ba) und auch nicht 
(al ... ba) mit (as ... bn) oder mit (bs ... as) verbindet. Nach (1.6) verbindet 
k auch nicht (as ... bs) mit (bs ... aa). Es miisste k daher (as ... bs) mit 
(aa ... b3) oder mit (al ... bl) verbinden. Im 1. Fall h/itte man G/as D_ K~,n. 
Im letzten Fall k6nnen wir offenbar k = (e'e") mit e' ~ (al ... bl) und 
e" ~ (a2 ... es) annehmen (vgl. Fig. 7). Dann bek/ime man aber G/as D_ K~.n 
fiir ein K~,a mit den Endeckentripeln a l ,  bx, e" und a2, es, e'. Da alle 
F/ille, dass k eine A-, B-, C- oder D-Kante ist, zu Widerspriichen gefiihrt 
haben, ist hiermit (1.15) bewiesen. 
2. DIE FASTPLg, TTBAREN GRAPHEN, DIE EINE C-KANTE ODER 
SICH KREUZENDE A-KANTEN ENTHALTEN 
Wir fassen alle fastpl/ittbaren Graphen, die einen Graphen M 4 (vgl. 
Einleitung) als Teilgraph enthalten, in die Klasse N2 zusammen. 
2.1. Ein fastpliittbarer Graph G liegt genau dann in ~2 , wenn es in G ein 
Geri~st mit einer C-Kante (bezi~glich dieses Ger~tstes) gibt. 
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Denn liegt G in ~,  so enth/ilt G einen Graphen M4 als Teilgraph. 
Dieses M 4 besteht aber aus einem Gertist yon G mit einer C-Kante. 
Existiert umgekehrt in G ein Geri ist / '  mit einer C-Kante k, so ist/"  w k 
ein M 4 . 
Im folgenden bedeute G einen Graphen aus ~2. Nach (2.1) enth/ilt G 
ein Geriist/~ mit einer C-Kante ko. Aus Symmetriegriinden yon F diirfen 
wir voraussetzen, dass k0 die beiden F-Wege (as b2) und (a2 ... ba) 
miteinander verbindet (s. Fig. 4C). Wir legen die Bezeichnungen von 
Figur 4C zugrunde, wobei wir k durch k 0 ersetzen, da wir uns eine C- 
Kante von G fest gew/ihlt denken. F setzt sich aus drei ,,Vierecken" 
//1, V2 und V~ zusammen (vgl. 1.13), von denen wir 1/1 das ,,obere", 
V2 das ,,untere'" und V 3 das ,,hintere" Viereck von/ "  nennen. Unser k 0 
liegt also in dem ,,oberen" Viereck von F. Wir nennen eine Kante von G 
eine Querkante yon V~ (i = 1, 2 oder 3), wenn beide Endpunkte dieser 
Kante auf Vi iiegen aber die Kante selbst nicht auf Vi liegt. Gibt es zwei 
sich kreuzende Querkanten von Vi (vgl. Abschnitt 1.13), so sagen wir 
daffir auch einfach, V~ enthiilt ein sieh kreuzendes Kantenpaar. 
Nach (1.6) sind die F-Wege (ai ... bi), (i = 1, 2, 3) Kanten. Nach (1.7) 
enth/ilt G keine B-Kanten. Es ist unser n~ichstes Ziel, G durch gewisse 
Eigenschaften zu charakterisieren. 
Zungchst gilt : 
2.2. Enthiilt V1 ein sieh kreuzendes Kantenpaar yon G, so gibt es in V 1 nut 
ein solehes Kantenpaar und zwar geht dies nur so, dass genau entweder 
al mit e2 und b 1 mit el (s. Fig. 4C) oder analog e2 mit b2 und el mit a2 dureh 
Kanten verbunden sind und dass ausser diesen beiden Kanten und der C- 
Kante ko keine weiteren Querkanten in V1 vorkommen. 
BEWHS : Seien kl und k2 zwei sich kreuzende Kanten von G in Vs. 
Nach (1.14) sind ks und k2 notwendig A-Kanten. Wir kSnnen daher 
annehmen, dass kl von as und k2 von bl ausgeht. Nach (1.14) endet k I auf 
(bs .,. e2) und k~ auf (a~ ... ea). Wfirde etwa ks nicht in e2 enden, so h~itte 
I 
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man G/b2 3 K~.z (vgl. Fig. 9). Hieraus folgt, dass k l ,  k2 das zuerst genannte 
Kantenpaar von (2.2) ist. Mehr Querkanten als k l ,  ks und k 0 kommen in 
V1 nicht vor. Denn eine D-Kante in V1 gibt es nach (1.14) nicht. Eine 
B-Kante gibt es in V1 nicht, da (al ... bl) und (as ... bs) Kanten sind. Eine 
weitere A-Kante in V1 k6nnte h6chstens noch von as oder bs ausgehen 
und diese Kante mfisste nach dem bisherigen Teil dieses Beweises in e~ 
oder es enden. W~re etwa (b2e2) eine solche Kante, so wiirde G/as einen 
K~.3 mit den Endeckentripeln a l ,  b~, b2 und e~, es, az enthalten. ~hnlich 
folgt mit Figur 10, dass V~ ausser k0 keine C-Kante enth~ilt, da diese 
wegen (1.14) (as ... es) mit (b2 ... e~) verbinden miisste. Hiermit ist unser 
Hilfssatz (2.2) bewiesen, 
Wir behaupten weiter : 
2.3. Jede Querkante yon Gist eine Querkante yon Va , Vs oder Vs. 
Bzw~Is : Sei k eine Querkante von G. Ist k eine D-Kante, so folgt 
unmittelbar unsere Behauptung. Ist k eine C-Kante, so brauchen wir aus 
Symmetriegrfinden (s. Fig. 4C) und, da (ai ..: bi) (i = 1, 2, 3) Kanten 
sind, nur zu zeigen, dass die beiden folgenden F~ille nicht vorkommen : 
1. k verbindet (al ... b2) mit (a2 ... b3), 2. k verbindet (b2 ... az) mit 
(al . . .  b3) .  Im 1. Fall wfirde G/al D K~.z folgen fiir ein K~, s mit den 
Endeckentripeln e', a2, a3 und e2, b2, e", wobei e' entweder e~ bedeutet 
oder die auf (al ... b2) liegende Ecke von k ist und e" die auf (as ... bs) 
liegende Ecke von k ist. Im 2. Fall miisste aber (a~... b2) nach (1.6) eine 
Kante sein. Aus diesen Widerspriichen folgt, dass unsere Behauptung 
fiir jede C-Kante richtig ist. Da B-Kanten nach (1.7) nicht vorkommen, 
brauchen wir nur noch den Fall zu betrachten, dass k eine A-Kante ist. 
Aus Symmetriegriinden k6nnen wir uns auf die F~lle beschr~inken, dass 
k 1. a~ mit (as ... bs), 2. al mit (bs... as), 3. az mit (al ... b2), 4. az mit 
(ha ... a2) verbindet. Im 1. Fall enth~ilt G/b3 einen Ks 9 Im 2. Fall enth~ilt 
G/el einen K~,s 9 Schliesslich im 3. und 4. Fall enth~ilt G/b2 bzw. G/bl einen 
K~.3. Hiermit ist (2.3) bewiesen. 
Wir k~Snnen nunmehr alle diejenigen Graphen von ~s, die ein sich 
kreuzendes Kantenpaar enthalten, genau angeben. Hierzu betrachten wir 
die drei Graphen (vgl. Fig. 1, worin beide gestrichelten Linien, eine oder 
keine davon als Kanten zu nehmen sind) : 
~1 =/"  w k0 u (axes) u (bleO, (vgl. Fig. 4C), 
Gs = ~1 w (a2a3), 
G3 = ~2 U (b2b3), 
worin (ai ... bi), (i = 1, 2, 3) und (a2 ... bs), (b~ ... a2) in allen drei Graphen 
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Kanten sein sollen und ausserdem in 03 noch (al ... el) und (bl ... e2) 
Kanten sein sollen. 
Dann gilt: 
2.4. 01 , O2 und 0 a sind die einzigen Graphen aus ~2 , die ein sich kreuzen- 
des Kantenpaar enthalten. 
BEWEIS : Zun~ichst zeigen wir, dass O1, O2 und O 3 in {~2 liegen. Offenbar 
ist Oa/a 1 pl~ittbar. Ferner sind 0 8 -- (el ... b2) und O 3 -- (al ... b3) pl/ittbar 
(s. Fig. 1). Daraus folgt, dass G3 fastpl/ittbar ist. Nach (1.8) sind daher 
auch 01 und 02 fastpl/ittbar. Also liegen 01, 0 2 und 03 in ~z, da sie 
offenbar einen 3//4 enthalten. Ausserdem folgt, dass man in 0 3 keine der 
Kanten (aleO, (ble~), (b2a3) oder (a2b3) unterteilen daft, da man durch 
solche Unterteilungen keine fastpl/ittbaren Graphen erhielte. Zum 
Beispiel ist ja 03 -- (alea) nicht pl/ittbar. Analog darf man in ~1 und G2 
nicht die Kanten (azb3) oder (b2a3)unterteilen, da 01 -- (a2ba) und 
01 -- (b2a3) nicht pl/ittbar sind. Es ist also nicht erlaubt, die oben ange- 
gebenen Kanten von 01 , 0 2 oder ~3 zu unterteilen. Sei umgekehrt G ein 
Graph aus ~2 mit einem sich kreuzenden Kantenpaar/q,  k2 9 Dann folgt 
zun/ichst nach (2.4) nach eventueller Neuwahl der Endecken yon/ ' ,  dass 
G den Graphen 01 als Teilgraph enth~lt. Nach (2.2) folgt dann weiter, 
dass V1 ausser k0, k l ,  k2 keine Querkanten enth/ilt. Da (F u k0) -- (albO 
ein neues Gertist von G mit der C-Kante (albl) ist, enth/ilt nach (2.2) auch 
das hintere ,,Viereck" V3 von G keine Querkante. Also enth/ilt h6chstens 
V2 noch Querkanten. Wtirde I12 eine A- oder eine C-Kante als Querkante 
enthalten, so k6nnte man entweder (a262) oder (a3b3) von F durch eine 
solche Kante ersetzen. Man bek/ime dadurch ein neues Gertist yon G mit 
dem sich kreuzenden Kantenpaar kl und ks, wofiir jetzt aber der letzte 
Teil von (2.2) nicht erfiillt w/ire. Aus diesem Widerspruch folgt, dass 172 
h~Schstens D-Kanten enth/ilt. Hiermit ist (2.4) bewiesen. 
Wir sagen, Gist in V~ schlicht, wenn V~ kein sich kreuzendes Kanten- 
paar von G enth/ilt. Nach (2.2) und (2.4) ist jeder Graph aus ~2 entweder 
in allen V~(i ~-- 1, 2, 3) schlicht oder er ist isomorph zu einem der Graphen 
01, 02, 03 . Nun folgt : 
SATZ 1. Ein Graph G liegt genau dann in ~2 , wenn er entweder zu einem 
der Graphen 01 , 02, Gz (s. Fig. 1) isomorph ist oder wenn er sich, wie folgt, 
in ein M6bius'sches Band M einbetten liisst : 
1. G enthiilt den Rand yon M als Hamilton'sche Linie, 
2. jede Kante yon G, die nicht auf dem Rand yon M liegt, ist ein 
Querschnitt yon M; d.h. keine solche Kante zerlegt M in zwei Gebiete, 
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3. G enthiilt mindestens 4 solche Querschnitte yon M als eckendisjunkte 
Kanten. 
BEWEIS : Nach (2.4) kGnnen wir annehmen, dass G in ~2 liegt und kein 
sich kreuzendes Kantenpaar enthfilt. Wie wir oben sahen, liegt dann G in 
Vx, V2 und //3 schlicht. Nach (2.3) ist aber jede Querkante yon G eine 
Querkante von V1, V~ oder Vs. Daraus erhalten wir durch ,,Pl~ttung" 
von 1'71, //2, V8 mit jeweils allen darin vorkommenden Querkanten von 
G offenbar eine Einbettung von G in M mit den obigen Eigenschaften 
1, 2, 3. Hat umgekehrt eine Einbettung yon G diese Eigenschaften, so ist 
offenbar G fastpl~ittbar und liegt nach (2.1) in ~2, q.e.d. 
Wir kommen zu einer weiteren Teilklasse ~a fastpl~ittbarer G aphen. Sei 
S ein Weg mit den Endpunkten a und b und sei Cn ein zu S disjunkter Kreis 
mit n ~> 3 Ecken. Man verbinde sowohl a als auch b mit allen n Ecken 
von C, durch Kanten. Wir bezeichnen diesen Graphen mit : 
S u C~ u (a 9 Cn) v) (b * C~). 
Wir nehmen dann in die Klasse ~8 alle solche Graphen sowie auch alle 
nicht pl/ittbaren Teilgraphen dieser Graphen auf. Man sieht leicht, dass 
ein Graph G' genau dann ein nicht pl/ittbarer Teilgraph von einem 
G = S u C,~ w (a * C,0 vo (b * C,) ist, wenn entweder 
3 
O' = s u c .  u U ((ac,) u (bc,)) c_ G 
t= l  
gilt ftir drei verschiedene Ecken Ca, c2, c3 von C~ oder wenn G' das 
(ganze) S und das (ganze) Cn und mindestens noch zwei Kantenpaare von 
G enth/ilt, wovon die Kanten des einen Paares den Endpunkt a und die 
Kanten des anderen Paares den Endpunkt b von S mit C, verbinden 
derart, dass die beiden auf C,~ liegenden Endpunktpaare dieser Kanten- 
paare sich auf C, trennen. In dem ersten der beiden vorigen F/ille ist 
iibrigens G' eine Unterteilung des K 6 . 
Wir behaupten zun/ichst : 
2.5. Jeder Graph aus ~3 ist fastpliittbar. 
BEWEIS : Sei G = S u Cn v0 (a * Cn) u (b * C,). Da G wegen n ~> 3 
eine Unterteilung von K 5 als Teilgraph enth/ilt, ist G nicht pl/ittbar. Ist 
k irgendeine Kante von S oder C,~, so sieht man leicht, dass G = k 
pl/ittbar ist, Daraus folgt sofort, dass G/e far jede Ecke e von G pl/ittbar 
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ist. Also ist G fastpl/ittbar. Dann ist aber nach (1.8) auch jeder nicht 
pl/ittbare Teilgraph von G fastpl/ittbar. D.h. alle Graphen yon ~3 sind 
fastpl/ittbar. 
~brigens folgt noch aus dem letzten Beweis, dass jeder nicht pl/ittbare 
Teilgraph yon G = S u C~ L) (a * Cn) u (b * C~) notwendig das ganze 
S und C, enth/ilt. Wir betrachten folgende Teilklasse ~ von ~3. Wir 
nehmen einen Graphen G' genau dann in ~ auf, wenn es einen Graphen 
G = S u Cn w (a 9 C,,) u (b 9 C,~) mit den beiden Eigenschaften gibt : 
1. S u C, C G' _C G, 2. G' enth/ilt mindestens zwei Ecken-disjunkte 
Kantentripel, wovon die Kanten des einen Tripels den Endpunkt a und 
die Kanten des anderen Tripels den Endpunkt b von S mit Cn verbinden 
derart, dass die 6 (verschiedenen) auf C~ liegenden Endpunkte dieser 
Kanten in alternierender Reihenfolge (d.h. abwechselnd zu dem einen 
und zu dem anderen Kantentripel geh6rend) auf Cn liegen. Dann gilt 9 
SATZ 2. Ein fastpliittbarer Graph G liegt genau dann in ~'8, wenn 
1. G weder in ~1 noch in ~2 liegt und 2. es ein Geri~st 1 ~ yon G mit einem 
Vi (i = 1, 2 oder 3) gibt, worin sich zwei Querkanten t(1 und ks yon G 
kreuzen, yon denen keine eine D-Kante ist. 
BEWEIS : Sei zun/ichst G ein Graph aus ~.  Dann folgt 
G = S u C, u K~ u Kb, 
worin a und b die Endpunkte des Weges S bedeuten, Ka bzw. K~ eine 
Menge von Kanten ist, die a bzw. bmit  C,~ verbinden und worunter zwei 
Kantentripel (aci), bc~), i = 1, 2, 3 existieren, deren Endpunkte in alter- 
' ' ' auf C~ liegen. Setzt man nierender Reihenfolge Cl, cl , c~ , c2, c3, c,
! t a I = a, bl ~ b, b2 = c2, a8 = cs, b8 = cz und a s = c3, so erh/ilt man 
ein Geri ist/"  von G mit den beiden sich kreuzenden A-Kanten (alcl), 
(blC[) von V 1 . Da G mehr als 5 Ecken mit einem Grad /> 3 hat, liegt G 
nicht in N1 9 Nach dem Beweis von (2.5) enth/ilt jedes Geriist von G not- 
wendig S und C,~. Daraus folgt weiter, dass die beiden Endpunkte a und b 
von Simmer Endecken von/"  sind und dass Cn notwendig in jedem Geriist 
von G enthalten ist. Da G aber ausser Sund C~ nur Kanten vonKa oder Kb, 
also nur A- oder D-Kanten als Querkanten enth/ilt, liegt G auch nicht in 
~2- Umgekehrt sei G ein fastpl/Rtbarer Graph mit den obigen Eigen- 
schaften 1 und 2. Nach (1.14) sind k Iund  ks A-Kanten. Ferner kSnnen 
wir nach dem letzten Tell von (1.14), da G nicht in ~s liegt, annehmen, 
dass kl von al ,  ks von bl ausgeht und beide Kanten auf (as ... bs) enden. 
Dann folgt aber aus (1.15), indem wir (al ... bl) = S und V2 = C, 
setzen, unmittelbar die Behauptung, dass G in ~ liegt. 
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3. DIE TEILKLASSE ~4 
Wir setzen : ~4 = ~ -- (Nx u ~s u N3)- Im folgenden bedeute G einen 
Graphen aus ~4. Wegen G r N~ enth/ilt G ein Gertist _P. Wegen G ~ ~ ist 
jede Querkante yon G eine A-, B- oder D-Kante (also niemals eine C- 
Kante). Ferner enth~ilt G wegen G q! ~3 in keinem Gerfist T' und in keinem 
V~ von/~ zwei sich kreuzende A-Kanten. Mit anderen Worten ist stets, 
wenn sich zwei Querkanten von G in einem ~ kreuzen, mindestens eine 
dieser beiden Kanten eine D-Kante. Wie sich im folgenden herausstellt, 
wird die Klasse ~4 infolge dieser Eigenschaften sehr weitgehend und zwar 
auf bestimmte endlich viele Typen yon Graphen eingeschr/inkt. Wir 
interessieren uns zun/ichst ffir ein bestimmtes Geriist yon G. Wir nennen 
ein Geriist f '  yon G ein maximales  Ger~st, wenn jede Querkante von G eine 
Querkante von V~, II2 oder V3 ist, unter V1, Vs und//3 die drei ,,Vierecke" 
yon/ '  verstanden (vgl. Abschnitt 1). 
Zun/ichst gilt : 
3.1. L iegt  G in ~ - -  (~a u ~s), so enthii lt G ein max imales  Geri~st. 
BEWEIS " Da G in ~ -- ~1 liegt, enth/ilt G ein Geriist _P. Wir nehmen 
an, G enthalte ine Querkante k in Bezug auf dieses/" und k sei aber keine 
Querkante yon//1,  Vs oder Vs. Da G nicht in ~2 liegt, ist k keine C-Kante. 
k ist aber auch keine D-Kante, da tiberhaupt immer jede D-Kante eine 
Querkante von V1, Vs oder V3 ist. Also ist k entweder eine A-Kante oder 
eine B-Kante. Sei k zun/ichst eine B-Kante. Da k dann zwei benachbarte 
_P-Wege verbindet, die nach unserer Annahme nicht beide zugleich in 
V1, V2 oder I13 liegen, hat man aus Symmetriegrfinden nut den einen Fall 
zu betrachten, dass k (b2 ... al) mit (b2 ... as) verbindet (s. Fig. 11). Dann 
ist (/" u k ) -  (el ... b2) ein neues Geriist von G, worin die /'-Wege 
(al ... b0 und (a3 ... b3) unver/indert geblieben sind, aber (as ... bs) dutch 
den neuen ,,1/ingeren" /'-Weg (as ... bs )u  {bs ... e~) ersetzt ist. Wir 
betrachten den anderen Fall, dass k eine A-Kante ist. Wir k6nnen anneh- 
a 3 b 5 
~-louR 11 
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men, dass k yon der Ecke al ausgeht. Sei k = (ale). Da k weder auf V 1 
noch auf V8 endet, muss der Endpunkt e von k entweder auf (b2 ... a3) oder 
auf (a2 ... b3) liegen. Aus Symmetriegrtinden von r '  k6nnen wir annehmen, 
dass e auf (b2 ... a3) liegt. Dann ist (F  u k) -- (a~ ... b~) wieder ein neues 
Geriist von G, worin die / '-Wege (al ... bx) und (as ... b3) unver/~ndert 
geblieben sind, aber (ae ... be) durch den neuen ,,1/ingeren" / '-Weg 
(a2 ... be) w (b2 ... e) ersetzt ist. Iteriert man diese Konstruktion, so muss 
man zu einem Ende kommen, da bei jedem Schritt jeweils einer der drei 
F-Wege (aibi), i = 1, 2 oder 3 ,,1/inger" wird und die beiden anderen 
Wege unver/indert bleiben. Wir erhalten also schliesslich ein Gerfist, 
worin jede Querkante yon G in einem der drei ,,Vierecke" dieses Geriistes 
liegt. Das heisst, dass dieses Geriist maximal ist. 
Wit nannten eine Kante k yon G eine Kuratowski'sche Kante von G 
(vgl. Einleitung), wenn G -- k nicht pl/ittbar ist. Nach (1.8) erh/ilt man aus 
einem fastpl/ittbaren Graphen durch Weglassen einer Kuratowski'schen 
Kante stets wieder einen fastpl/ittbaren Graphen. Es ist unser Ziel, die 
Graphen G yon ~4 durch Streichen bestimmter Kuratowski'schen Kanten 
in gewisser Weise abzubauen. Auch ftir diejenigen Kanten yon G, die 
keine Kuratowski'schen Kanten sind, gilt noch folgende infache Reduk- 
tion. Sei (a b) eine Kante eines Graphen G'. U(a b) bedeute ine Unter- 
teilung yon (a b), also ein oftener Weg von a nach b. Dann gilt : 
3.2. 1st k = (a b) eine Kante eines Graphen G' und ist diese keine 
Kuratowski'sche Kante yon G', so ist G' dann und nur dann fastpliittbar, 
wenn (G' -- k) w U(a b)fastpliittbar ist. 
Denn ist e irgendeine Ecke yon G', so bedeutet es fiir die Pl~ittbarkeit 
von G'/e offenbar keinen Unterschied, ob man (a b) oder U(a b) nimmt. 
Ist dagegen e eine Ecke yon U(a b), so ist der Graph ((G' -- k) u U(a b))/e 
pl/ittbar, da nach Voraussetzung k keine Kuratowski'sche Kante von G' 
ist und daher G' - -  k pl/ittbar ist. 
Enth/ilt ein Graph G von ~4 ein U(a b), so kann man U(a b) in G einfach 
durch die Kante (a b) ersetzen. D.h. man kann die Ecken vom Grad 2 in 
G aufheben. Denn nach (3.2) erh/ilt man wieder einen fastpl/ittbaren 
Graphen und es entstehen ja auch durch Aufhebungen solcher Ecken 
vom Grad 2 keine C-Kanten oder sich kreuzende A-Kanten. Man erh/ilt 
also wieder einen Graphen aus ~4. Unterteilt man umgekehrt beliebig 
eine Kante eines Graphen aus if4 und ist diese Kante keine Kuratowski'sche 
Kante, so erh/ilt man auch wieder einen Graphen aus ~4 9 Wir k~Snnen uns 
daher im folgenden auf diejenigen Graphen G von ~a beschr/inken, deren 
Minimalgrad >~ 3 ist. Nach (1.11) hat dann jede Nebenecke yon G den 
Grad 3 oder 4. Gem~iss (3.1) k/Snnen wir ferner im folgenden ein maximales 
Gitter F von G (fest) w/ihlen, Unter Beriicksichtigung von (1.12) ergeben 
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sich dann fiir die/"-Wege (a~ ... b,) von G bestimmte Typen, wobei wir uns 
aus SymmetriegriJnden von/~ darauf  beschriinken kSnnen, diese Typen 
am Beispiele des Weges (a2 ... b2) zu erl~iutern. 
1. Fall : (a2 ... b~) = (a2b2)(= Kante). Wir sagen dann, dass (a~ ... b2) 
vom Typ 0 ist. 
2. Fall : (a2 ... b2) ist lrtit genau einer Ecke von G, etwa mit ax quer- 
verbunden. D.h. (a2 ... bz) ist nur mit (al  ... b2) durch Querkanten von G 
verbunden (vgl. 1.12). Ist eine solche Querkante eine B-Kante k l ,  so ist 
(a2 ... b2) nach (1.4) und (1.5) nur dutch diese eine Kante kl querverbunden, 
d.h. auf (a2 ... b2) endet nur kx. Wir sagen dann, dass (a2 ... b2) vom 
Typ 1B ist (s. Fig. 4B). Es bleibt der andere Fall iibrig, dass auf (as ... b2) 
nur A-Kanten (also alle von a~ ausgehend) enden. Endet auf (as ... b2) nur 
eine A-Kante, so nennen wir (as ... b2) vom Typ Ia~ (s. Fig. 4A). Enden 
dagegen auf (as ... b2) mindestens zwei A-Kanten, so nennen wir (a2 ... b2) 
vom Typ IA2. Der Fall Ia2 l~isst sich immer auf den Fall IA~ mit einer 
zus~itzlichen D-Kante reduzieren. 
Und zwar gilt : 
3.3. Sei der I'-Weg (a~, ... bz) dureh mindestens zwei Kanten yon G mit 
al verbunden. G' unterscheide sieh yon G nur dadureh, dass der 1-'-Weg 
(a2 ... b2) yon G' durch genau eine Kante yon G' mit al verbunden ist und 
dass (axa2) als D-Kante zu G' gehSre. (Hierbei soll nieht verboten sein, class 
diese Kante aueh zu G geh6re). Dann liegen entweder beide Graphen G und 
G' in ~4 oder keiner davon liegt in ~4. 
BEWEIS " Zun~ichst setzen wir voraus, G liege in ~4 9 Da  man G' aus G 
durch Kontrakt ion von Kanten des Weges (a2 ... b2) erh~ilt, ist G' nach 
(1.8) fastpl~ittbar. Durch Zusammenzfige dieser Kanten k~Snnen aber 
keine C-Kanten oder sich kreuzende A-Kanten entstehen, da diese dann 
auch in G vork~imen. Also liegt G' in ~4 9 Umgekehrt  sei G' ~ ~4 voraus- 
gesetzt. Da nach Voraussetzung (ala2) E G' gilt und da G'/e' ftir jede Ecke 
e' von G' pliittbar ist, folgt auch fiir G und jede Ecke e yon G in jedem der 
beiden F~ille e q~ (a2 ... b2) und e ~ (a2 ... b2), dass G/e pl~ittbar ist. Ent- 
hielte G eine C-Kante oder sich kreuzende A-Kanten, so wiirden diese 
auch in G' als solche Kanten vorkommen,  da jedes Geriist von G not- 
wendig alle Kanten von (as ... b2) mit ht)chstens einer Ausnahme enthiilt. 
Daraus folgt, dass G in ~4 liegt. 
Wir kSnnen uns daher im folgenden bei dem Typ IA~ auf den (re- 
duzierten) Fall beschr~inken, dass (a2 ... b2) vom Typ IA1 ist und (zus~itz- 
lich) al mit as durch eine D-Kante von G verbunden ist. Nach (1.12) bleibt 
als letzter Fall nut noch tibrig, dass (a 2 ... b,) mit genau einer a-Ecke und 
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mit genau einer b-Ecke von G querverbunden ist. Diese beiden Ecken 
k6nnen in demselben ,,Viereck" von G, etwa in V~, oder in zwei versehie- 
denen ,,Vierecken", d.h. in V~ und Vs liegen. Wir erhalten daher noch die 
beiden F/ille : 
3. Fall : (a2 ..,~ b2) ist mit al und bl querverbunden, 
4. Fall : (a2 ... bs) ist mit al und b3 querverbunden. 
Wir betrachten zun/ichst den 3. Fall. Nach (1.5) enden auf (a2 ... bs) 
hSchstens zwei B-Kanten. Enden zwei B-Kanten in zwei verschiedenen 
Ecken von (as ... bs), so k6nnen wir nach (1.8) die mittlere Kante von 
(as ... b~) kontrahieren und der kontrahierte Graph liegt wieder in ~4. 
Enden dagegen die beiden B-Kanten in derselben Ecke auf (a2 ... bs), so 
kann man auch umgekehrt wieder eine mittlere Kante in (a2 ... bs) ein- 
fiigen und dieser neue Graph ist, wie man leicht sieht, fastpl~ittbar. Wir 
k~Snnen uns daher, wenn zwei B-Kanten auf (a2 ... b2) enden, auf den Fall 
beschr/inken, dass diese Kanten in derselben Ecke von (a s ... bs) enden. 
Wir nennen dann (a2 ... bs) vom Typ IIBB (S. Fig. 12). Ist (a s ... b2) im 
Fall 3 dutch genau eine B-Kante k~ (etwa) mit (a~ ... bs) querverbunden, 
so ist weiter (as ... bs) mit b~ entweder dutch genau eine A-Kante k2 oder 
durch mehrere A-Kanten verbunden. Im ersten Fall enden kt und k2 
entweder in derselben Ecke oder in zwei verschiedenen Ecken auf (as ... b2). 
Nhnlich wie ftir den Typ IIBB folgt auch hier, class wir uns auf den Fall 
beschr//nken k6nnen, dass kl und k2 in derselben Ecke auf (a2 ... b~) enden. 
Wit  nennen dann (as ... b~) vom Typ Ilga (s. Fig. 12'). Ist (as ... b2) mit 
a b I 
b 3 
Typ Ilss Typ IIBA Typ IIBAS 
FIGUR 12 FIGUR 12' FIGUR 12" 
bl dagegen durch mehrere A-Kanten verbunden, so kann man diese 
Graphen analog wie in (3.3) auf denjenigen Fall reduzieren, dass bt mit 
(a2 ... bs) durch genau zwei A-Kanten verbunden ist, wovon die eine Kante 
in derselben Ecke wie die B-Kante auf (a2 ... b2) endet. Wir nennen 
(as ... b2) (in diesem reduzierten Fall) vom Typ IIBa2 (s. Fig. 12"). Es 
bleibt schliesslich in dem Fall 3 noch iibrig, dass jede auf (an ... b~) en- 
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dende Kante von G eine A-Kante ist. Sind aa und bl durch je genau eine 
Kante mit (a2 ... bs) verbunden, so k6nnen wir uns wieder auf den (re- 
duzierten) Fall beschr/inken, dass diese beiden Kanten in derselben Ecke 
yon (a2 ... b2) enden. Wir nennen dann (as ... b2) vom Typ IIA2 (s. Fig. 13). 
a I b I a~ 
Typ IIA~ Typ IIAA2 
FIGUR 13 FIGIJR 13' 
b~ a~, b I 
Typ IIA~A~ 
FTGUR 13" 
Die beiden letzten F~ille schliesslich, dass yon genau einer der beiden 
Ecken al oder ba, etwa yon b~ mindestens zwei A-Kanten, beziehungs- 
weise von jeder der beiden Ecken al und ba mindestens zwei A-Kanten 
nach (a2 ... b2) fiihren, kann man ohne weiteres wieder analog wie beim 
Typ IIBA2 (S. Fig. 12") auf den Fall reduzieren, dass von aa genau eine 
A-Kante und von b~ genau zwei A-Kanten nach (a2 ... bs) fiihren, wovon 
die eine Kante mit der von a~ ausgehenden A-Kante in derselben Ecke auf 
(a2 ... b2) endet, beziehungsweise von ai und bl je genau zwei A-Kanten 
ausgehen, wovon wiederum zwei Kanten in derselben Ecke auf (a2 ... b2) 
enden. Wir nennen dann (a2 ... b2) vom Typ IIAAs (S. Fig. 13') beziehungs- 
weise vom Typ IIAzAs (S. Fig. 13"). Hiermit sind im Fall 3 alle verschiedenen 
Typen ftir (as ... b2) aufgestellt. Zur Ermittlung der Typen von (as ... b2) 
im 4, Fall liefert der folgende Hilfssatz noch gewisse Vereinfachungen. 
3.4. Liegt G in ~4 und ist (a2 ... b2) mit aa und ba querverbunden, so 
trifft man auf (a2 ... b2) beim Durehlaufen dieses Weg~es yon a~ nach b2 
zuerst auf die Endpunkte aller Querverbindungen yon (a2 ... b2) mit ba und 
dann dahinter (im unstrengen Sinne) auf die Endpunkte aller Querverbindun- 
gen yon (a~ ... b2) mit al 9 
BEWEIS : W~re (a~ ... bz) mit a I ... bz) durch eine Kante ka und 
mit (a2 ... bl durch eine Kante k2 yon G derart verbunden, class man auf 
(a2 ... b2) von a2 ausgehend zuerst auf den Endpunkt von kl und dahinter 
(im strengen Sinne) den Endpunkt yon k2 antreffen wiirde, so braucht man 
nur in dem Geriist von G die Bezeichnungen yon bl und b8 miteinander zu 
vertauschen. Man erhielte dann ein neues Gertist yon G, worin die beiden 
Kanten k Iund  k2 als A-Kanten sich kreuzen wtirden im Widerspruch zur 
Voraussetzung G q~ ~a. 
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Wegen (3.4) und (1.10) ist im Fall 4 die Typisierung von (a2 ... b2) 
viSllig entsprechend wie im 3. Fall. Und zwar ergeben sich im 4. Fall fiir 
(a2 ... b~) folgende Typen : IIIB8 (vgl. IIBB), IIIBA , III~A2 , IIIA2 , IIIAA2 
und IIIa2~2 9 Diese ergeben sich aus den entspreChenden Typen II einfach 
dadurch, dass man in den Figuren 12-13" alle Querverbindungen von 
(a2 ... b~) mit (as ... b~) (also sozusagen den ,,rechten" Teil dieser Figuren) 
an (a2 ... b2) in das untere ,,Viereck" 1/2 herunterspiegelt. Zum Beispiel 
erh/ilt man aus den Figuren 12 und 13' die Figuren 14 und 14'. Da wir in 
a~ b I a b~ 
a 3 b a b 3 
Typ IIIm Typ IIIAAa 
FIGOR 14 FIGUR 14' 
G ein maximales Geriist I '  gew/ihlt haben, kommen fiir die 6 Wege 
(a, ... b~) mit v :/=/z, die wit auch die iiusseren Wege von G nennen, nur die 
Typen 0, Iund  II (nicht III) in Betracht. Die Wege (a, ... b,), v ---- 1, 2, 3 
dagegen, die wit die inneren Wege von G nennen, und nur diese Wege 
ktinnen vom Typ III sein. 
Die 9 F-Wege (a, ... b~) yon G seien nun nach obiger Vorschrift ypisiert. 
Wir fragen zun/ichst, wieviele Ecken kann ein solches G h~Schstens ent- 
halten ? Wir behaupten : 
3.5. G enthiilt maximal 15 Ecken. 
BEWEIS : Wir setzen 3 U~=I (b~... a.) = Tb U~=l(a . . . .  b~) : T% und 3 
und nennen jedes Ta und Tb (v = 1, 2, 3;/x ---- 1, 2, 3) kurz ein Tripel T 
von G. T% und Tb(v v= 1, 2, ~) heissen zwei gegeni~berliegende Tripel. Sei 
k eine Querkante von G. Wir nennen k eine Querkante yon T, wenn beide 
Ecken von k auf T liegen. Schliesslich nennen wir eine Ecke e yon T eine 
(durch die Querkanten von T) induzierte Ecke, wenn e eine Nebenecke von 
_r'ist und an e wenigstens eine Querkante von T liegt. Wir nehmen zun/ichst 
an, es g/ibe zwei gegeniiberliegende Tripel, etwa Ta~ und Tb2, worauf 
zusammen mindestens 4 induzierte Ecken liigen. Dann enth/ilt weder T~2 
noch Tb, eine B-Kante als Querkante. Denn wiirde etwa Ta, eine B-Kante 
als Querkante nthalten~ so 1/igen auf Ta~ nach (1.10), (1.4) und (1,5) nur 
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die beiden Endpunkte dieser B-Kante als induzierte Ecken und Tb~ wiirde 
ausser der auf (a2 ... b2) liegenden induzierten Ecke hSchstens noch eine 
induzierte Ecke enthalten. Daraus folgt, dass T~ u Tb~ nur A- oder 
D-Kanten als Querkanten enth/ilt. Da T~ u Tb2 nach Annahme mindestens 
4 induzierte Ecken enth/ilt und hSchstens 3 induzierte Ecken aber auf 
(a~ ... b2) liegen, k~Snnen wir weiter aus Symmetriegriinden a nehmen, 
dass es eine A-Kante k~ gibt, die yon b2 ausgeht und auf (a~ ... b~) endet. 
Wir unterscheiden dann die beiden F/ille : 1. Es gibt eine A-Kante k2, 
die von b2 ausgeht und auf dem (anderen) Wege (a2 ... bs) von Ta~ endet 
oder 2. Es gibt keine solche Kante. Wir betrachten zun/ichst den Fall 2. 
Dann enth~ilt T% fi6chstens zwei induzierte Ecken, da alle induzierten 
Ecken von T% auf (a2 ... bl) liegen. Ferner ist as nicht mit (b~ ... a3) durch 
eine A-Kante verbunden, da sonst G in ~ 1/ige. Es ist aber auch nicht a2 
mit (bz ... bl) verbunden, da sonst G ein sich kreuzendes Kantenpaar 
enthielte. Daher enth/ilt Tb~ keine induzierten Ecken. D.h. T% ta Tb, 
enthielte h/Schstens zwei induzierte Ecken. Es bleibt also nur der Fall 1 
iibrig. Da T% u Tb~ nach Annahme mindestens 4 induzierte Ecken 
enth/ilt, sind (as ... b0 und (a2 ... b~) notwendig vom Typ IIAA2, IIBA~ 
oder IIA2A2 9 Man beachte dabei, dass von b2 jeweils nur zwei A-Kanten, 
also zusammen genau 4 solche A-Kanten ausgehen. Da aber weiter von 
b2 zwei A-Kanten k~ und k s anschaulich gesprochen, zu beiden Seiten des 
gemeinsamen ,,inneren" Weges (as ... b2) von T~, und Tb~ ausgehen, 
enth~ilt T~, keine induzierten Ecken, da man sonst zwei sich kreuzende 
Kanten erhielte. Also enth/ilt T% u T~ genau 4 induzierte Ecken. Ist 
(a2-.. bl) oder (as ... b3) vom Typ IIBA2, so folgt aus dem bisherigen 
Beweis, da T h bzw. Tb, eine B-Kante als Querkante enth/ilt, dass 
U~=I (T% k9 T~) =/"  weniger als 9 induzierte Ecken, d.h. weniger als 
9 Nebenecken enth/ilt. Schliesslich in dem letzten Fall, wo (a2 ... b0 und 
(as ... b3) vom Typ IIAA,~ oder IIA2A2 sind, k/Snnen in V3 h~Schstens och 
an aa oder an a3 A-Kanten und zwar h/Schstens jeweils eine solche Kante 
liegen. Unsere obige Annahme, dass Ta~ u Tb~ mindestens 4 induzierte 
Ecken enth~ilt, hat also zur Folge, dass G weniger als 9 Nebenecken, also 
weniger als 15 Ecken enth/ilt. Es bleibt noch tibrig, dass jedes 
T, w Tb (v = 1, 2, 3) hSchstens 3 induzierte Ecken enth/ilt. Dann besitzt 
G "hSchstens 15 Ecken. Die Eckenzahl 15 wird tats/ichlich erreicht, wenn 
man z.B. jedes (a, ... b,), v = 1, 2, 3 vom Typ IIA2A2 w/ihlt. Dieser Graph 
liefert iibrigens durch Reduktion den Graphen der Figur 2 und zwar 
dadurch, dass man an jeder der 6 Nebenecken vom Grad 3 die anliegende 
Kuratowski'sche Kante streicht und (3.2) anwendet. 
Wir wollen zum Schluss nunmehr alle diejenigen Graphen von N4 
bestimmen, die keine Ecke vom Grad 2 enthalten (also gemiiss (3.2) redu- 
ziert sind) und deren Kuratowski'sche Kanten an keiner Ecke vom Grad 
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3 liegen. Nach (I.11) haben dann alle Nebenecken solcher Graphen den 
Grad 4 und zwar sogar bei jeder beliebigen Wahl eines Gertistes dieser 
Graphen. Wir werden zeigen, dass in jedem solchen Graphen die m6glichen 
Typen aus II und III in gewisser Weise sich zusammensetzen. Imfolgenden 
bedeute nun G einen Graphen aus ~4 mit der Eigensehaft, dass er keine Ecke 
vom Grad 2 enthiilt und an jeder Ecke vom Grad 3 keine der drei anliegenden 
Kanten yon G eine Kuratowski' sche Kante von Gist. F bedeute wieder ein 
lest gew/ihltes maximales Geri~st von G. Da alle Nebenecken yon G den 
Grad 4 haben, kommen fiir die F-Wege yon G offenbar nur die Typen 
0, IIBB, IIBA , IIA2, IIIBB, IIIBA und IIIA~ (S. Fig. 12-13") in Betracht. 
Zun/ichst gilt : 
3.6. Keiner der drei F-Wege (a~ ... b~), v ~ 1, 2, 3 yon G ist vom, 
Typ IIaB. 
BEWEIS : Sei etwa (a2 ... b2) vom Typ IIBB. Wir k6nnen annehmen 
dass die beiden yon (a2 ... bs) ausgehenden B-Kanten auf (at ... bs) und 
(bl ... as) enden (s. Fig. 12). Da (al ... b2) und (bl ... as) nur vom Typ IIag 
oder IIBB sein k6nnen und sich kreuzende A- oder B-Kanten in G nicht 
vorkommen, mfissen (al ... b~) und (bl ... a2) vom Typ  II~B sein. Vt 
enth/ilt also ein Viereck yon 4 B-Kanten. Da fiir jede der 4 Endecken yon 
V1 (sogar) beide anliegenden Kanten von Vt Kuratowski'sche Kanten yon 
G sind, muss an jeder Endecke yon Vt je noch mindestens eine A- oder 
D-Kante von G anstossen, da sonst G nicht reduziert w/ire. Betrachten 
wir zun/ichst den Fall, dass (etwa) an as eine A-Kante liegt. Dann muss 
wegen (1.4) abet (a3 ... b3) vom Typ IIg~ oder IIIgs sein. Ist (aa ... b3) vom 
Typ IIg2, so liegt wegen (1.4) weder an at noch an bl eine A-Kante. Also 
mi~sste weiter an jeder dieser beiden Ecken eine D-Kante liegen. Wiirde 
eine dieser D-Kanten in Vt liegen (also at mit a~ oder bt mit bs verbinden), 
so h/itte man G/a3 ~_ K~,a oder G/b8 ~_ K~.3. L/igen dagegen beide D- 
Kanten in V3, so wtirde G/e ~_ K~.a fiir die auf (at ... bs) liegende Ecke e 
folgen. •hnlich ergeben sich in dem Fall, dass (a3 ... b8) vom Typ IIIg2 
w/ire, Widerspri~che. Es bleibt daher nur i~brig, class an jeder der vier 
Endecken yon Vt eine D-Kante l~ige. Dann folgt aber leicht, dass alle 5 
nicht auf Vt liegenden F-Wege vom Typ 0, also Kanten sind. Enthielte 
Vt keine D-Kante, so miissten in Vz und V8 je zwei D-Kanten liegen und 
G w/ire dann nicht fastpl~ittbar. Enthielte G in Vt genau eine D-Kante, so 
erh~ilt man mit den beiden anderen in Vs und Va liegenden D-Kanten 
entweder G/a3 ~_ K~. 8 oder G/b3 ~_ K~.3. Wi)rde schliesslich G in Vt zwei 
D-Kanten enthalten, so mtisste G wegen G -- (at ... ba) ~_ K~, 3 (s. Fig. 15) 
bei ba noch eine D-Kante enthalten. Hieraus wfirde aber wiederum folgen, 
dass G nicht fastpl/ittbar w/ire (vgl. Fig. 15). Aus diesen Widerspriichen 
folgt unsere Behauptung (3.6). 
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Wir behaupten weiter : 
3.7. Ist einer der 6 Wege (a, ... b,), v =7~ IX von G vom Typ l ine, so ist G 
isomorph zu dem Graphen der Figur 2. 
BEWEIS : Wir k~Snnen annehmen, dass (a~ ... b~) vom Typ IIsB ist. 
Seien (e el) und (e e2) die beiden B-Kanten, wobei e ihr gemeinsamer 
Endpunkt auf (al ... b2) sei, el auf (al ... bl) und ez auf (az ... b~) liegt. 
Zuvor bemerken wir, dass (aa ... b3) notwendig eine Kante ist, wenn G die 
D-Kante (ala3) oder (analog) (b2b3) enth/ilt, wie aus Figur 16 zu ersehen ist. 
Da (ale) und (b2e) Kuratowski'sche Kanten sind, muss sowohl an a~ als 
auch an b~ eine A- oder D-Kante liegen. Da sich sowohl an e~ als auch an 
e2 noch eine weitere A- oder B-Kante anschliesst, muss ferner auch sowohl 
yon bl als auch yon as noch mindestens eine A- oder D-Kante ausgehen. 
I 
II 
b 3 
FIGUR 15 FIGUR 16 FIGUR 17 
Wir betrachten zun/ichst den 1. Hauptfall, dass G keine D-Kante in V1 
enth/ilt. Wiirde dann von al eine A-Kante ausgehen, so mfisste sie auf 
(aa ... bs) enden. Nach unserer Vorbemerkung (s. Fig. 16) mtisste dann 
auch von b2 eine A-Kante ausgehen, die notwendig ebenfalls auf (az ... bs) 
enden wiirde. Ferner w/ire dann notwendig (bib3)~G und (a2a3)E G. 
Daraus erg/ibe sich aber, dass G/b2 nicht pl/ittbar w/ire. Aus diesem 
Widerspruch folgt (a~a3)~ G (s. Fig. 16). Nach unserer Vorbemerkung 
wiirde dann aber sofort (bzb3) ~ G folgen mit G/e2 D_ K~, 3 . Der 1. Hauptfall 
fiJhrt also zum Widerspruch. Wir betrachten den 2. Hauptfall, dass G 
genau eine D-Kante in V1, etwa (bxb2) enth/ilt. Wir behaupten, dann ist G 
der in Figur 17 dargestellte Graph. Wir zeigen zun/ichst (axaa) ~ G. Denn 
1/ige an al eine A-Kante, so miisste diese wegen (1.4) auf (a3 ... b3) enden. 
Von a2 wiirde dann keine A-Kante ausgehen, da diese entweder 1. auch 
auf (aa ... b3) oder 2. in e~ enden miisste. Der 1. Fall widerspricht (1.10) 
und im 2, Fall w/ire (a~ ... b3) von einem Typ II oder III, W/ire (a~ ... b~) 
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von einem Typ II, so w~ire G/as nicht pl~ittbar. W~ire dagegen (a~ ... bs) von 
einem Typ III, so folgt ebenfalls, dass G/as nicht pl~ttbar ist. Aus diesen 
Widerspri~chen folgt, dass von a2 keine A-Kante ausgehen k6nnte. Also 
wfirde (a2a~) ~ folgen. Dann w~ire aber G/b3 ~_ K~.s. Da unsere Annahme, 
dass an al eine A-Kante liegt, zum Widerspruch geffihrt ist, folgt (alas) E G. 
Daraus folgt weiter (a2ea)E G, da sonst G/bs nicht pl~ttbar w~ire. Da 
ferner (a2 ... b~) vom Typ IIIBB oder IIIBA ist und der Fall IIIB~ im Wider- 
spruch zu unserer Vorbemerkung steht, folgt (e2bs)~ G. Nach der  Vor- 
bemerkung ist (as . .  bs) vom Typ 0. Ferner sind, wie man leicht sieht, auch 
(a~ ... bs), (bl ... as), (b2 ... a3) und (a2 ... bs) vom Typ 0. Welter folgt 
leicht, dass unser Graph G keine weiteren Kanten mehr als die 
angegebenen Kanten enth~ilt und dass G mit diesen Kanten tats~ichlich 
fastpl~ittbar ist. Bezeichnet man in der Figur 2 die Ecken al ,  ci ,  bl ,  b2, 
ca, a2, a~, c3, b3 der Reihe nach mit e~, a I , aa, a2, b~, b~, b3, e2, e, so 
erh~lt man unmittelbar den Graphen der Figur 17. Unser Graph Gist  
also isomorph zu dem in der Figur 2 dargestellten Graphen. Welter folgt, 
dass G nicht in ~ liegt. Denn Gist zu keinem GI , G2, ~3 (vgl. Satz 1 und 
Fig. 1) isomorph, da diese Graphen 8 Ecken, G aber 9 Ecken besitzt. G ist 
aber auch nicht gem/iss Satz 1 in das M6bius'sche Band M einbettbar, da 
sonst M durch G in 4 ,,Rechtecke" zerlegt wiirde, alle 9 Ecken yon G auf 
dem Rand von M l~igen. Einen solchen Graphen auf M, wobei an jeder 
Ecke genau 4 Kanten anstossen, gibt es aber nicht. Unser G liegt aber auch 
nicht in ~3, da sonst nach dem Satz 2 sich G _C K2 * C7 erg/ibe und wegen 
des homogenen Grades 4 sogar G = /s * C~ sein mtisste, im Widerspruch 
dazu, dass G keine Ecken vom Grad 8 enth/ilt. Also folgt G ~ ~4. Es bleibt 
noch als 3. Hauptfall, dass G beide D-Kanten von //1 enth~lt. Wegen (3.6) 
k6nnen wit annehmen, dass (b~ ... a2) vom Typ 0 ist. Dann liegt rnindestens 
eine der beiden weiteren an e~ und e2 sich anschliessenden A- oder B- 
Kanten nicht in I11. Wir nehmen an, dass sich etwa die bei e~ sich an- 
schliessende Kante nicht in //1, d.h. in V2 befindet. Weiter sind (a~ ... bs) 
und (b2 ... a~) wegen (1.4) und (1.10) yore Typ 0. Ferner folgt, da ez mit 
(a2 ... bz) verbunden ist, dass auch (bl ... a3) vom Typ 0 ist, da sonst G/as 
nicht pliittbar w~ire. Analog folgt (bibs), (a~as) ~ G und (b2b~), (a~as) (~ G. 
Weiter folgt, dass keine Kante von G die Ecke bl mit (as ... bs) verbindet, 
da sonst G/a8 nicht pl/ittbar w~ire. Aus /ihnlichen Grtinden kann auch 
nicht b~ mit (a~ ... bs) verbunden sein. Daher ist (as ... bs) vom Typ 0. Im 
Fall (e~a~)~ G w~ire keine der drei Kanten bei as eine Kuratowski'sche 
Kante yon G. Wie man leicht sieht, w~ire in diesem Fall jedoch (a~bz) eine 
Kuratowski'sche Kante. Aus diesem Widerspruch folgt (eaa~)(~ G un~l 
daher (eaas)~ G und daraus weiter (e~bs)~ G. Daraus folgt aber, dass 
G/a1 nicht pl~ttbar wi/re. Hiermit ist (3.7) bewiesen. 
Es gilt weiter : 
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3.8. Keiner der drei I'-Wege (a~ ... b~), v = 1, 2, 3 yon G is t  vom Typ 
IIIsB. 
BEWEIS : Es sei etwa (as ... b2) vom Typ I I [BB  9 Wir kbnnen annehmen, 
dass die beiden B-Kanten auf (al ... bs) in ea und auf (as ... be) in es enden. 
Ihre gemeinsame Ecke auf (as ... bs) sei e. Wegen (3.7) k~Snnen wir weiter 
annehmen, dass (elba), (esas) E G gilt. Da  an jeder der 4 Ecken a l ,  bs, as,  bz 
eine Kuratowski 'sche Kante liegt, muss yon jeder dieser Ecken noch eine 
A- oder D-Kante ausgehen. Von al (analog von bz) geht keine A-Kante aus, 
da G sonst entweder in ~s oder in ~31/ige. Also liegen D-Kanten an aa und 
b3 9 Auch yon a2 und bs gehen keine A-Kanten aus, da sonst G in ~s 1/ige. 
Also liegen an allen 4 Ecken a~, bs,  as,  ba D-Kanten. Aus (axas)c G 
wiirde folgen, dass G/e2 nicht pl/ittbar w/ire. Also erhalten wir (a~as) (~ G 
und analog (bsbs) q! G. Daraus folgt : (asas), (axa3), (bxbz), (b3bl) e G. Dann 
w/ire aber G/as nicht pl/ittbar. 
Wir behaupten weiter : 
3.9. Keiner der drei I~-Wege (a~ ... b~), v = 1, 2, 3 yon Gist vom Typ 
IIBa. 
BEWEIS : Es sei (a2 ... b2) vom Typ II~A mit e2 ~ (as ... b~), el ~ (al ... b2) 
und (eie2), (e2b0 e G. Wegen (3.7) kbnnen wir (exbl)~ G annehmen. An 
jeder der 3 Ecken a l ,  a2, b2 muss dann eine A- oder D-Kante liegen. 
Weiter sind (a2 ... bs) und (bs ... a3) wegen (1.4) vom Typ 0. Welter folgt, 
dass (b 1 ... a3) vom Typ 0 ist, da sonst G ~ ~2 folgen wtirde. Liegt an a 1 
eine A-Kante, so gibt es nur die beiden F/il le: 1. (axe3)e G mit 
ea ~ (a3 ... bs) und (esbO ~ G, 2. (ale~) ~ G und (e3bs) E G. Im 1. Fall 
mtisste dann aber von jeder der 4 Ecken as,  b~, aa,  b3 eine D-Kante 
ausgehen. Aus (b~bs) ~ G wiirde folgen, dass G/a3 nicht pl/ittbar ist. Also 
folgt im 1. Fall weiter (bsb3) ~ G. Weiter folgt (a~as) ~ G, da sonst G/as 
nicht pl/ittbar w/ire. Also miisste im 1. Fall auch as mit as durch eine 
D-Kante verbunden sein. Dann w/ire aber G/al nicht pl/ittbar. Es bleibt 
daher nur noch der Fall 2 tibrig. Dann mtisste yon as eine A- oder D-Kante 
ausgehen, da (b~as) eine Kuratowski 'sche Kante ist. In beiden dann noch 
mt~glichen F/illen (aflO ~ G bzw. (a2a3)E G erg/ibe sich aber, dass G/b3 
bzw. G/e I nicht pl/ittbar w/ire. Aus diesen Widersprfichen folgt, dass an al 
eine D-Kante liegt. Wir behaupten welter, dass V1 mindestens eine D-Kante 
yon G enthiilt. Denn sonst h/itte man (axa3) ~ G. Weiter w/ire dann (al ... b3) 
vom Typ 0, da sonst G/bs nicht pl/ittbar w/ire. Wtirde yon as eine A-Kante 
ausgehen, die auf (as ... bs) enden mtisste, so wtirde weiter entweder 
(b3bs) ~ G oder (b3b 0 ~ G folgen im Widerspruch dazu, dass dann G/bl 
bzw. G/b2 nicht pl/ittbar w/ire. Daraus folgt welter (a2a3) ~ G. Zusammen 
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damit, dass von b2 notwendig eine A- oder D-Kante ausgeht, die auf 
(an ... bn) bzw. in ba endet, erg/ibe sich dann aber, dass G/ba nicht pl/ittbar 
wiire. Aus diesem Widerspruch folgt, dass G mindestens eine D-Kante 
in 111 enth/ilt. Die Kante (b~b2) liegt aber nicht in G, da sonst G/aa nicht 
pl/ittbar w/ire. Also muss (aaa2) in G liegen. Weiter folgt dann, dass 
(a, ... ba) vom Typ 0 ist, da sonst G/ba nicht pl/ittbar w/ire. Wir betrachten 
zuerst den Fall, dass yon b~ eine A-Kante ausgeht. Diese miisste in einer 
Ecke ea von (an ... ba) enden. Da in al keine A-Kante endet, erh/ilt man 
wegen (1.10) notwendig (eaa2) ~ G. Weiter folgt (aaa2) ~ G, da sonst G/b1 
nicht pl/ittbar w~re. Es folgt aber auch (aaa,) r G, da sonst G/b3 nicht 
pliittbar w~ire. Das ist aber ein Widerspruch dazu, dass (aaba) eine 
Kuratowski'sche Kante ist  und daher von an eine D-Kante ausgehen 
miisste. Aus diesem Widerspruch folgt (bzba)~ G. Von as kann keine 
A-Kante ausgehen, da sonst G/ea nicht pl/ittbar w/ire. Insgesamt hat sich 
ergeben, dass yon keiner der 3 Ecken a , ,  a~, b2 eine A-Kante ausgeht. 
Daraus folgt, dass (an ... ba) vom Typ 0 ist. Weiter folgt leicht, dass 
(anbn) eine Kuratowski'sche Kante ist. Also muss an aa eine D-Kante 
liegen. (aria2) ~ G erg/ibe aber, dass G/e, nicht pl/ittbar w~ire. Also folgt 
weiter (anaO ~ G. Der Graph G mit diesen Kanten ist aber nicht fastpl/itt- 
bar, da G/ba nicht pl~ittbar ist. Hiermit ist unser Hilfssatz bewiesen. 
Weiter gilt : 
3.10. 1st einer der drei l'-Wege (a, ... b~),v= 1,2, 3 yon G vom Typ 
IlIBA , SO ist G isomorph mit dem Graphen der Figur 2. 
BEWEIS : Wir nehmen an, es sei etwa (a2 ... b~) vom Typ IIIBA mit 
el ~ (al ... b2), e2 e (as ... b2) und (exe2) , (e2b3) E G. Wegen (3.7) kann man 
(elb0 e G annehmen. Dann muss an jeder der 3 Ecken al ,  as, b2 eine 
A- oder D-Kante liegen. An a2 liegt daher wegen (1.4) eine D-Kante. Wir 
unterscheiden die beiden F~ille : 1. (a~al) ~ G, 2. (aflz) E G. Wir betrachten 
zuerst den Fall 1. Wiirde yon b2 eine A-Kante ausgehen, so erg/ibe sich 
wegen (1.10), dass G/bz nicht pl/ittbar w/ire. Also geht von b2 eine D-Kante 
aus. Weiter folgt leicht, dass (bl ... a2), (b~ ... a3), (a, ... ba) und (an ... b0 
vom Typ 0 sin& Aber auch (an ... b3) miisste vom Typ 0 sein, da sonst 
G/aa oder G/bz nicht pliittbar w/ire. Da (aab2) eine Kuratowski'sche Kante 
ist, muss an aa eine D-Kante liegen. (anal) ~ G h/itte aber G/bl ~_ K~, n zur 
Folge. Daher folgt (aaax)E G. Dann ist aber G/ba nicht pl/ittbar. Wir 
brauchen daher nur noch den obigen Fall 2 zu untersuchen. Da 
G-  (b~ ... an) nicht pliittbar ist, muss (b 1 ... an) eine Kante sein. Wir 
nehmen zun~ichst an, dass yon a, oder yon b2 eine A-Kante ausgeht. Dann 
geht wegen (1.10) sowohl von a, als auch yon b2 eine A-Kante aus und 
beide A-Kanten enden auf (a n ... ba). Nun ist dieser Graph mit den 
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angegebenen Kanten zu dem Graphen der Figur 17, d.h. auch zu dem 
Graphen der Figur 2 (vgl. den Beweis von (3.7)) isomorph, Denn schreibt 
man bl statt e~, as statt b~, el statt e und e~ statt as in der Figur 17, so 
erh/ilt man unseren Graphen G. Es bleibt daher als letzter Fall tibrig, dass 
weder von a I noch von b 2 eine A-Kante ausgeht. Dann geht also von a a 
und auch von b2 eine D-Kante aus. Mit (a~a2) ~ G w/ire G/ba nicht pl~ittbar. 
Also folgt (alas) ~ G. Mit (b2ba) s G w/ire G/b3 nicht pl/ittbar. Also folgt 
weiter (b2ba) ~ G. Dann w/ire aber G/b1 nicht pl/ittbar. Hiermit ist (3.10) 
bewiesen. 
Ferner gilt : 
3.11. 1st einer der I'-Wege (a~ ... b,) mit v ~ i ~ vom Typ lIBa , so ist G 
zu dem in Figur 2 dargestellten Graphen isomorph. 
BEWEIS : Wie im letzten Beweis die Umbezeichnung der Ecken des in 
der Figur 17 dargestellten Graphen zeigte, erfiillt dieser Graph auch die 
Voraussetzung von (3.11). Ist umgekehrt G ein Graph, der unsere Voraus- 
setzung yon (3.11) erf'tillt, so folgt daraus sofort, dass G auch einen Weg 
(a, ... b~) vom Typ HBB oder IIBA bzw. IIIBB oder IIIBA enth/ilt. Aus den 
vorigen Hilfss/itzen folgt dann unmittelbar unsere Behauptung. 
Nach unseren Hilfss/itzen (3.6)-(3.11) brauchen wir nur noch die F/ille 
zu untersuchen, dass alle N_ Wege (av ... b,) mit v @/.~ vom Typ 0 oder 
IIA2 und alle Wege (a, ... b~), v = 1, 2, 3 vom Typ 0, IIA~ oder IIIA2 sind. 
Mit anderen Worten brauchen wir nur noch solche G zu untersuchen, die 
als Querkanten ur A- oder D-Kanten besitzen. Fiir diese Graphen gilt : 
3.12. Ist einer der drei F-Wege (av ... b~), v = 1, 2, 3 vom Typ IIA2, so 
ist G isomorph entweder zu dem in Figur 2 oder zu dem in Figur 3 dargestell- 
ten Graphen oder zu dem Graphen P * a (vgl. Einleitung). 
BrWE~S : Wir k6nnen annehmen, dass (a~ ... b~) vom Typ IIA2 ist und 
die beiden A-Kanten in V1 liegen. Da (a~... b 0 und (b2... al) 
Kuratowski'sche Kanten sind, liegt sowohl an a2 als auch an b2 eine A- 
oder D-Kante. Sei kl eine solche an a~ und sei k2 eine solche an b2 liegende 
Kante. Wir unterscheiden 1. Hauptfall : Beide Kanten k I und k2 liegen in 
V2, 2. Hauptfall : Wenigstens eine der beiden Kanten liegt in V~. Wir 
nehmen zuniichst im 1. Hauptfall an, 1. Fall : kx und k2 sind A-Kanten. In 
diesem Fall treffen sich k~ und k2 notwendig in einer gemeinsamen Ecke 
e3 von (as ... bs). Daraus folgt, dass sowohl von as als auch von b3 eine 
A- oder D-Kante ausgeht, da (a3b2) und (b3a2) Kuratowski'sche Kanten 
sind. Wir nehmen zuniichst an (Fall la), dass yon einer dieser Ecken, etwa 
von as, eine A-Kante ausgeht. Diese muss dann in einer Ecke ex yon 
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(a  1 ,,. b l )  enden und die weiter an el sich anschliessende A-Kante endet 
notwendig in b3, da wir andernfalls ein sich kreuzendes A-Kantenpaar in 
V1 erhielten. Der Graph G mit diesen Kanten ist offenbar zu dem Graphen 
der Figur 2 isomorph. Nach dem Beweise von (3.7) folgt G ~ ~4. Wir 
ktSnnen daher im Fall 1 weiter voraussetzen, dass an a3 und an b3 D-Kanten 
liegen. Dann liegen nicht beide Kanten (a3al) und (b3bx) in G, da sonst 
G/a~ nicht pl/ittbar w~ire. Es k6nnen aber auch nicht beide Kanten (b3bO 
und (aza2) in G liegen, da sonst G/a I nicht pl/ittbar w/ire. Also folgt (a3a2), 
(b3b2) ~ G. Dann ist aber G/e3 nicht pl~ittbar. Also kommt im Fall 1 nut 
der Graph der Figur 2 vor. 2. Fall : k~ ist eine A-Kante und k2 ist eine 
D-Kante. Die yon a~ ausgehende A-Kante ks endet dann in einer Ecke e3 
von (a3 ... bs) und die an ea sich anschliessende A-Kante endet wegen 
(1.10) in bx. Weiter liegt an a3 eine A- oder D-Kante, da (azbx) eine 
Kuratowski'sche Kante ist. An a3 liegt aber keine A-Kante, da sich sonst 
ein sich kreuzendes A-Kantenpaar erg/ibe. Also liegt an a3 eine D-Kante. 
Aus (asa2)~ G wiirde aber folgen, dass G/b3 nicht pl/ittbar w/ire. Aus 
(a3aO ~ G wiirde folgen, dass G/bl nicht pl/ittbar w/ire. Aus diesen Wider- 
spriichen folgt, dass der Fall 2 nicht vorkommt. 3. Fall : kt und k2 sind 
D-Kanten, also (a2as), (b2b3)E G. In V8 liegt dann keine Querkante, da 
sonst G/al oder G/b~ nicht pl~ittbar w/ire. Auch in V2 k/3nnen wegen (114) 
ausser den beiden D-Kanten keine Querkanten mehr liegen. Ferner 
enth/ilt I11 keine D-Kante, da etwa aus (axaz) ~ G fotgen wiirde, dass G/b3 
nicht pl/ittbar w/ire. Also enth~ilt G keine weiteren Kanten mehr ausser 
den oben angegebenen Kanten. Dieser Graph G mit diesen Kanten ist 
offenbar isomorph zu dem Graphen der Figur 3: Wie man leicht sieht, 
ist G fastpl/ittbar. Ferner folgt, dass G nicht in ~2 liegt, da G nur 7 Ecken 
besitzt. Er liegt nach Satz 2 offenbar auch nicht in ~s. Also liegt unser G 
in ~4. Damit ist der 1. Hauptfall erledigt. Im 2. Hauptfall k/3nnen wir 
annehmen, dass k~ = (ala2)~ G gilt. Dann ist a~ nicht mit (bs .,. as) 
durch eine Kante von G verbunden, da sonst G/bs nicht pl/ittbar w/ire. 
W/ire die Kante k2 eine A-Kante, so miisste sie in einer Ecke es yon 
(as ... bs) endert und die an e3 sich weiter anschliessende Kante ,mtisste in 
a~ enden, da sonst G/ba nicht pl/ittbar w/ire. Da (bsa 0 dann eine 
Kuratowski'sche Kante ist, mtisste ferner an bs eine A- oder D-Kante 
liegen, und zwar in unserem Fall notwendig eine D-Kante, da man sonst 
ein sich kreuzendes A-Kantenpaar erhielte. Im Fall (bzbl) e G w/ire G/as 
nicht pl/ittbar. Daraus folgt (bsb2) ~ G. Dann w/ire aber G/es nicht pl/ittbar. 
Damit hat sich ergeben, dass in unserem 2. Hauptfall keine A-Kante yon 
b~ ausgeht, d.h. dass k., eine D-Kante ist. Wir ktinnen daher die beiden 
F/ille unterscheiden : 1. k2 = (b2b3), 2. k2 = (bzbl). Wir betrachten 
zun/ichst den 1. Fall. Dann sind (az ... bs)und (b2 ..' as) vom Typ 0, da 
sonst G/b3 nicht pl/ittbar w/ire. Ferner sind (bz .., al), (al ... bO und 
582/3/4-4 
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(a3 ... bl) vom Typ 0, da sonst G/aa nicht pl/ittbar w/ire. Ferner geh6ren 
weder (b~b~) noch (blb3) zu G, da sonst G/a3 nicht pl/ittbar w/ire. Da a2 
nicht mit (b3 ... a~) verbunden ist und an b2 keine A-Kante liegt, enth/ilt 
V2 ausser (b2bz) keine weitere Querkante. Daraus folgt, dass (a3 ... ba) vom 
Typ 0 ist, da sonst G/a3 nicht pl/ittbar w/ire. Insgesamt hat sich damit 
ergeben, dass G ausser den angegebenen Kanten hiSchstens noch D-Kanten 
enthalten kann. Wegen (a2aa), (bib2), (bib3) ~ G kann G h6chstens noch die 
Kante (ala3) enthalten. Diese Kante muss aber G enthalten, da (a362) eine 
Kuratowski'sche Kante ist. Der Graph G mit diesen Kanten ist fastpl/itt- 
bar. G liegt nicht in ~2, da jeder Graph aus ~2 mindestens 8 Ecken hat. 
G liegt auch nicht in ~3, da sonst nach Satz 2 ja G _C/(2 * C~ w/ire, wobei 
entweder a l ,  bl oder a I , az oder ax, e2 die beiden Ecken von diesem/s 
sein miissten im Widerspruch dazu, dass der von den 5 iJbrigen Ecken 
aufgespannte Untergraph von G immer ein Dreieck enth/ilt. Also folgt 
G ~ ~4. Da die Ecke at yon G mit jeder der 6 iibrigen Ecken von G durch 
eine Kante verbunden ist und da der von diesen 6 Ecken aufgespannte 
Untergraph von G ein Prisma P ist, folgt G = at * P. Wir brauchen ur 
noch den 2. Fall (b2bt)~ G zu untersuchen. Dann sind (a2 ... ha) und 
(b2 .,. as) wegen (1.4) vom Typ 0. Ferner ist weder a2 mit (as ... b~) noch 
b2 mit (be ... as) durch eine Kante von G verbunden, da sonst G/be bzw, 
G/a2 nicht pl/ittbar w/ire. Also enthiilt V2 keine Querkanten. Weiter folgt, 
dass (an ... bt) und (be ... a0 vom Typ 0 sind. Denn wiirde etwa (as ... ha) 
eine Ecke e enthalten, so w/ire G/e nicht pl/ittbar. Da (a3bx) und (b3aO 
Kuratowski'sche Kanten sind, gehen von as und be noch A- oder D- 
Kanten aus. Wiirde von as oder be eine A-Kante ausgehen, so miisste diese 
in einer Ecke ex yon (at ... bt) enden und die in el sich anschliessende 
A-Kante miasste nach b3 fiihren, da sonst in //1 zwei sich kreuzende 
A-Kanten vork/imen. Ein Graph G mit diesen Kanten ist aber, wie wir 
oben am Schluss des 1. Hauptfalles gezeigt haben, nicht fastpl/ittbar. Also 
muss sowohl von a3 als auch von be eine D-Kante ausgehen. Da V2 keine 
Querkanten enth~ilt, folgt (a3ax) , (b~bt)~ G. Der Graph G mit den oben 
angegeben Kanten ist aber isomorph mit/(2 * (75, wobei a Iund  bl den 
beiden Ecken von /(2 entsprechen. Dann w/ire aber G e t~3, Hiermit ist 
(3.12) bewiesen. 
Ferner gilt : 
3.13. Ist einer der drei 1"-Wege (av ... by), v = 1, 2, 3 vom Typ IIIA2 , so 
ist G isomorph entweder zu dem Graphen der Figur 2 oder 3 oder zu dem 
Graphen P 9 a. 
B~wEIs : Wir ktinnen annehmen, dass eine Ecke e2 von (a2 .,, b2) mit 
al und ba durch Kanten von G verbunden ist, also (a~ ... b2) yore Typ IIIA2 
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ist. Da (a2b3) und (b2aa) Kuratowski'sche Kanten sind, gehen von a2 und b~ 
noch A- oder D-Kanten aus. 1. Hauptfall : Von einer der beiden Ecken a~ 
oder bz, etwa yon a2 geht eine A-Kante aus. Dann endet diese A-Kante in 
einer Ecke ex von (al ... bl) und die an el sich weiter anschliessende A-
Kante endet notwendig in ba. Dann sind nach (1.4) alle 6 Wege (a, ... b,), 
v :/= ~ vom Typ 0. Es ist aber auch (a3 ... b3) vom Typ 0. Denn eine Ecke 
e3 auf (aa ... b3) miisste wegen (1.10) und (3.12) entweder mit bl und a2 oder 
mit bz und a~ dutch A-Kanten von G verbunden sein. Dann g/ibe es aber 
entweder in Vz oder in V3 zwei sich kreuzende A-Kanten. Es kommen 
daher als weitere Kanten von G h6chstens noch D-Kanten vor. W/ihlt 
man a~, a2, baals Tripel T~, so ist sowohl el als auch e~ mit allen Ecken 
von T~ durch Kanten von G verbunden: Daraus folgt, dass weder (a~a~) 
noch (a2as)zu G geh~Srt, da sonst G/b~ bzw. G/bl nicht pl/ittbar w/ire. An 
bl und b~ mtissen noch D-Kanten liegen, da (b~a2) und (b2al) 
Kuratowski'sche Kanten sind. 1. Fall : (bxb2) E G. Dann folgt (axa2) r G, 
da sonst G/a3 nicht pl/ittbar w/ire. Ferner geh6ren weder (bib3) noch 
(b2b3) zu G, da sonst G/a3 nicht pl/ittbar w/ire. Weitere Kanten als die 
oben angegebenen kann also unser Graph nicht enthalten. Anderseits 
miisste abet an a3 eine D-Kante liegen, da (azb2) eine Kuratowski'sche 
Kante ist. Daher kommt der Fall 1 nicht vor. 2. Fall : (bibs), (b2b3) ~ G. 
Auch dieser Fall kommt nicht vor, da (a3ba) eine Kuratowski'sche Kante 
ist und nach unserer obigen Feststellung weder (a3a~) noch (aaaO zu G 
geh6ren. 2. Hauptfall : Von keiner der beiden Ecken a2 und b2 geht eine 
A-Kante aus. Dann miissen von a~ und b2 also D-Kanten ausgehen. 
Weiter folgt, dass (a~ ... b0 und (a3 ... b3) vom Typ 0 sind, da sonst in a2 
oder b~ eine A-Kante enden wiirde. Aus Symmetriegriinden brauchen wir 
nur noch die folgenden F/ille zu untersuchen : 1. (a2al), (b2bO ~ G, 2. (a2az), 
(b2bl) e G, 3. (a2al), (b2b3) ~ G. Wir betrachten zun/ichst den 1. Fall. Dann 
sind (al .., b3)und (bl ... as) vom Typ 0, da sonst G/a3 nicht pl/ittbar w~ire. 
Daraus folgt, dass G als weitere Kanten h~Schstens och D-Kanten enth/~lt. 
Ferner ist (a3b~) eine Kuratowski'sche Kante. Daher geht von aa eine 
D-Kante aus. Im Fall (a3a2) e G folgt aber, dass G/b1 nicht pl/ittbar w/ire. 
Also folgt (a3al)E G. Fiir den Graphen G mit diesen Kanten folgt abet 
G = al * P .  In dem Fall 2 folgt nach (1.4) zun/ichst, dass (al ... b~), 
(b~ ... a3), (bx .... a~) und (a2 .., ba)vom Typ 0 sind. Ferner sind (al ... b~) 
und (bl ... az) vom Typ 0, da sonst G/a1 nicht pl/ittbar w//re. Also enth/ilt 
G keine weiteren A-Kanten. Im Fall (axa~)~ G oder (b~b~)~ G folgt 
/ihnlich wie oben im Fall 1, dass G/bx bzw. G/aa nicht pl/ittbar w/ire. 
Schliesslich im Fall (a~aa) ~ G w/ire G/b~ nicht pl/ittbar. Also besitzt G nut 
die oben genannten Kanten. Dieser Graph ist aber mit dem Graphen der 
Figur 3 isomorph, was man sofort erkennt, wenn man die Bezeichnungen 
von bl und ba miteinander vertauscht. Im 3. Fall schliesslich erinnern wir 
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daran, dass (a I ... bl) und (a3 ... b3) Kanten sind. Ferner sind nach (1.4) 
auch (al ... b~), (b2 ... a3), (bl ... a~) und (a2 ... b3) Kanten. Daher kbnnten 
hbchstens noch (a~ ... b3) und (a3 ... b~) Ecken enthalten, die dann mit  
a 1 und b3 bzw. mit b~ und a~ durch A-Kanten yon G verbunden sein 
mfissten. Vertauscht man nun in unserem Graphen G die Bezeichnungen 
bl und b3 miteinander, d.h. setzt man b I = b~ und b3 ~ b~, so gehen alle 
diese 4 in 113 liegenden A-Kanten nach der Vertauschung in A-Kanten 
fiber, die wieder in dem V~ des neuen Ger f i s tes / "  yon G, d.h. mit den 
neu bezeichneten Endecken a~, a2, a3, b~, b2, b~ liegen. Da unser G in V~ 
und II2 nur die oben angegebenen Kanten enth~lt, die nach der 
Vertauschung von b I mit b3 offenbar alle in das V~ yon F '  hereinfallen, ist 
/~' wieder ein maximales Gerfist yon G. Bezfiglich dieses neuen F '  yon G 
liegt jetzt abet der Fall 2 des 2. Hauptfal!es von (3.12) vor. Hiermit ist 
(3.13) bewiesen. 
Schliesslich gilt : 
3.14. Ist ein F-Weg (a~ ... b~) mit v ~ i 9 vom Typ IIA2 und ist jedes 
(av ... b~), v = 1, 2, 3 vom Typ O, so ist G isomorph entweder mit dem 
Graphen der Figur 3 oder mit P * a. 
BEWE:S : Wir k6nnen annehmen, dass (a: . . .  b2) vom Typ IIA2 ist, also 
eine Ecke el enth~ilt mit (elbx), (ela2) ~ G. Dann sind (b 1 ... a3) und (a2 ... b3) 
Kanten, da sonst G in ~2 l~ge. Es kbnnen daher nur die beiden F~lle 
vorkommen,  1. Fall : (al ... b3) und (b2 ... a3) sind vom Typ 0, 2. Fall : 
Wenigstens einer dieser beiden Wege, etwa (aa ... b3) ist nicht vom Typ 0. 
Im 1. Fall enth~ilt G keine weiteren A-Kanten, also h6chstens noch 
! t = , = D-Kanten. Daraus folgt, wenn man a 1 b l ,  b~ -- a2, b~ = al as b2, 
a~ = b 3 und b~ = a3 setzt, dass das neue Ger f i s t / "  yon G mit den End- 
! t t . ! ecken a~, a 2 , a~, b~, b~, b 3 wieder maximal ist. Da  bezfiglich dieses 
neuen Gerfistes & aber (a'2 ... b~) vom Typ ]IA2 ist, ist G zu einem der drei 
in (3.12) genannten Graphen isomorph. Da unser G nur 7 Ecken enth~lt, 
ist G isomorph entweder zu dem Graphen der Figur 3 oder zu P 9 a. Im 
Fall 2 k6nnen wir annehmen, dass (b2 ... a3) eine Ecke e2 enth~ilt, die mit 
a2 und b3 durch Kanten yon G verbunden ist. Dann ist (al ... b3) vom 
Typ 0, da sonst G zu ~ geh6ren wfirde. Daraus folgt, dass G ausser den 
4 genannten A-Kanten keine weiteren A-Kanten, also h6chstens noch 
D-Kanten enth~lt. Da  (a2 ... b2) eine Kuratowski 'sche Kante ist, muss an 
b2 eine D-Kante liegen. Aus Symmetriegrfinden k~nnen wir (b2bl)~ G 
annehmen. Dann w~re aber G/a3 nicht pl~ttbar. Es gibt also keinen 
Graphen G, der den Fall 2 erffillt. 
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Es bleibt nur noch : 
3.15. Alle 9 1-'-Wege yon G sind vom Typ O, d.h. Kanten. Dann enthiiIt G 
genau drei D-Kanten, die ein Dreieck A bilden, dessen ls also entweder 
die drei a-Ecken oder die drei b-Ecken yon l'sind. Allgemeiner gilt : Enthiilt 
ein Graph G einen K3.3 als Teilgraph, so ist G genau dann fastplfittbar, 
wenn G in diesem K3.3 h6chstens 4 D-Kanten enthiilt, wobei im Fall yon 
4 D-Kanten diese Kanten kein Dreieck bilden di~rfen, d.h. genau zwei davon 
an einer gemeinsamen a-Ecke und die beiden anderen Kanten an einer 
gemeinsamen b-Eeke liegen mi~ssen. 
BEWEIS : Offenbar sind alle im letzten Teil genannten Graphen mit 
Ausnahme yon K~,~ t_) A Teilgraphen von /(2 * C4 9 Daher ist der erste 
Teil von (3.15) eine Folge des letzten Teiles. Zum Beweise der letzten 
Behauptung von (3.15) bemerken wir zun~chst, dass K3, 3 u A fastpl~ittbar 
ist. Denn K3.z tj A besteht offenbar aus dem Dreieck A und drei Ecken 
al , a2 und as, von denen jede mit jeder Ecke von A durch eine Kante 
verbunden ist. In jedem der beiden F~lle, dass man ein a, oder eine Ecke 
von A saint der anliegende Kanten streicht, erh/ilt man einen pl~ittbaren 
Graphen. Adjungiert man dagegen zu Ks,z u A irgendeine weitere 
D-Kante, etwa (ala2), so erh~ilt man keinen fastpl~ittbaren Graphen, da 
(K3.z u A u (ala~))/a3 = K5 gilt. Da 5 D-Kanten immer ein A enthalten, 
folgt daraus zusammen mit (1.8) und (2.5) unmittelbar unsere Behaup- 
tung. 
Sei G ein fastpl/ittbarer Graph. Wir setzen :
G~G' ,  
wenn es eine Graphenfolge G1 ..... G~ (n ~> 2) mit G 1 = G und G~ = G' 
gibt, so dass fiir jedes v = 1 ..... n -- 1 der Graph Gv+x aus G, durch einen 
der beiden Prozesse entsteht : Entweder wird in G~ eine Ecke vom Grad 2 
aufgehoben (vgl. 3.2) oder es wird eine Kuratowski'sche Kante yon G, an 
einer Ecke vom Grad 3 in Gv gestrichen. Gilt G ~ G' mit G E ~, so ist often- 
bar auch G' wieder ein Graph aus ~. Wir bezeichnen die verm~Sge ~ teil- 
weise geordnete Menge aller fastpl~ittbaren Graphen mit ~>.  Wir nennen 
einen Graphen G von ~ einen minimalen Graphen von ~,  wenn es keinen 
Graphen G' mit G ~ G' gibt. 
Dann gilt : 
SATZ 3. Unsere Klasse ~4 enthiilt genau die folgenden minimalen Graphen: 
1. Der Graph der Figur 2, 2. der Graph der Figur 3, 3. P 9 a (vgL Einleitung) 
und 4. K3,3 u A, wobei A das yon einem der beiden Eckentripel des K3,z 
aufgespannte Dreieck bedeutet, 
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BEWEIS : Sei G ein minimaler Graph von ~> und essei G ~ ~4- Nach 
(3.6)-(3.15) ist dann G einer der 4 oben genannten Graphen. 
Man sieht leicht, dass es zujedem nicht minimalen Graphen G ~ 8 immer 
einen minimalen Graphen G' mit G ~ G' gibt: Liegt G in ~4, so braucht 
hierbei G' nicht wieder in ~4 zu liegen. Dagegen gilt : 
3.16. Liegt G in ~ -- ~}~ und ist G ~ G', so fiegt auch G & ~ -- ~2 9 
BEWEIS : Zun/ichst folgt, dass G' in 8 liegt. Enthielte G' ein Geri~st/" 
mit einer C-Kante (beziiglich/"), so erh/ilt man verm/3ge G ~ G' das G 
offenbar ,,rfickw/irts" aus G' durch Unterteiiungen von Kanten yon / "  
und Adjunktion von Kuratowski'schen Kanten. Dann w/ire aber das 
(eventuell) unterteilte F '  ein Geri ist/" von G, wobei die C-Kante yon/ "  
zugleich C-Kante von/"  ist. D.h. G 1/ige in ~2 9 
Aus (3.16) folgt unmittelbar, dass es zu jedem Graphen G ~ ~ -- ~2, 
sofern er nicht schon selbst minimal ist, immer einen minimalen Graphen 
G '~ ~} --~2 gibt mit G ~ G'. Offenbar setzt sich die Menge aller mini- 
malen Graphen von ~-  ~2 zusammen (als Vereinigungsmenge) aus 
s/imtlichen in ~1, ~a und ~4 liegenden minimalen Graphen von 8> . In ~ 
liegt nur der minimate Graph K 5 . Wir behaupten : 
3.17. In ~3 sind genau die folgenden Graphen minimal : K S 9 C~ fi~r 
al len ~ 3 sowie diejenigen Graphen, die aus Kz.3 durch Adjunktion yon 
hSchstens 3 Kanten entstehen, Kz.3 ~ A ausgenommen. 
BEWEIS : Sei G ein minimaler Graph yon ~> und sei G E ~}z. Nach 
dem Abschnitt 2 folgt dann G _C S u C~ w (a * C~) u (b * Cn), n ~ 3. Da 
G minimal ist, folgt weiter S =/s  also G _C K2 * C, .  Hierbei enth/ilt G 
auf C~ keine Ecke vom Grad 2 und nach dem Beweis von (2.5) auf Cn 
auch keine Kuratowski'sche Kante. Sei aa eine Ecke von G auf C~ vom 
Grad 3. Dann ist aa mit genau einer Ecke bl von K2 dutch eine Kante von 
G verbunden. Ferner folgt, da G minimal ist, dass (albO keine 
Kuratowski'sche Kante von G ist. D.h. G --(albl)  ist pl/ittbar. Damit 
erh/ilt man leicht drei weitere Kanten (bla2), (aab~), (a3b3) von G, wobei 
sich die beiden Eckenpaare a l ,  a~ und b2, b3 auf C~ trennen und bl ,  az die 
beiden Ecken von/s sind. Da G minimal ist und G in a~ den Grad 3 hat, 
enth/ilt C, nut die 4 Ecken a~, as, b2 und b3 9 Also gilt K~,3 _C G. Aus 
(3.15) folgt dann unsere Behauptung. 
Aus (3.16), (3.17) und Satz 3 folgt dann unmittelbar : 
SATZ 4. Die bezi~glich ~ minimalen Graphen yon ~ -- ~2 sind genau die 
folgenden Graphen : 1. Der Graph der Figur 2, 2. der Graph der Figur 3, 
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3. P * a, 4. K2 * C, fi~r allen = 3, 4 .... und 5. diejenigen Graphen, die aus 
Ka,a durch Adjunktion yon h6chstens 3 Kanten entstehen. 
Hierzu bemerken wir, dass es zu jedem Graphen G aus ~ -- ~ ,  sofern 
er nicht schon selbst minimal ist, immer einen minimalen Graphen G' aus 
-- ~2, also einen solchen Graphen aus 1 -- 5 gibt mit G ~ G'. 
4. DIE CHROMATISCHE ZAHL DER FASTPL,~TTBAREN GRAPHEN 
Es gilt : 
4.1. Jeder Graph G aus ~2 hat eine chromatische Zahl <~ 4. 
BEwEts : Da die Graphen 0t ,  C2 und G~ (s. Satz 1 und Fig. 1) die 
chromatische Zahl 4 besitzen, kbnnen wir nach Satz 1 annehmen, dass 
Gauf  einem Mbbius'schen Band M liegt und die in Satz 1 genannten 
Eigenschaften 1-3 besitzt. Nach Eigenschaft 2 liegen alle Ecken von G auf 
dem Rand von M. Wir k~Snnen zun~ichst G reduzieren, indem wit an jeder 
Ecke von G vom Grad 3 jeweils diejenige an dieser Ecke liegende Kante 
yon G streichen, die nicht auf dem Rand yon M liegt. Wir setzen diesen 
Prozess solange fort, bis in dem reduzierten Graph H yon G keine Ecke 
mehr den Grad 3 hat. Wegen der Eigenschaft 2 von G hat jede Ecke von 
H dann den Grad 2 oder 4. Fallen durch diese Reduktion von G alle nicht 
auf dem Rand von M liegenden Kanten von G weg, d.h. haben alle Ecken 
von H den Grad 2, so hat natiirlich G eine chromatische Zahl ~< 4. Wir 
diirfen daher voraussetzen, dass H auch Ecken vom Grad 4 enth/ilt. Wir 
kSnnen dann H noch weiter reduzieren, indem wir in H jede Ecke vom 
Grad 2 auslbschen und jeweils die beiden an einer solchen Ecke anstossen- 
den Kanten zu einer Kante zusammenfiigen. Wir bezeichnen den durch 
diese weitere Reduktion aus H gewonnenen Graphen mit H(n), worin n die 
Eckenzahl dieses Graphen, also die Anzahl aller Ecken von H mit dem 
Grad 4 bedeute. Jede Ecke von H(n) hat dann den Grad 4. Aus der Eigen- 
schaft 2 von G (s. Satz 1) folgt weiter, dass n ungerade und n ~> 3 ist. Im 
Fall n = 3 ist unsere Behauptung trivial. Wir betrachten zun/ichst den 
Fall n -- 5. Offenbar ist H(5) isomorph zu/(5 (s. Fig. 18). Da unser G kein 
I 3 5 2 
2 4 | 
NaUR 18 
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K 5 ist, also H(5) aus G tats/ichlich durch Reduktion gewonnen wird, muss 
in unserer von G nach H(5) absteigenden Reduktionskette d r reduzierte 
Graph H(5) einen unmittelbaren Vorgfinger besitzen. Jeder solche unmittel- 
bare Vorg/inger von H(5) hat aber, wie man ohne weiteres best/itigen kann, 
eine chromatische Zahl ~< 4. Daher folgt far n = 5, dass G eine chro- 
matische Zahl~< 4 hat. Dan  ungerade ist, sei n >~ 7 angenommen. Dann 
denken wir uns das Teilstiick T von H(n) mit den Ecken 1-5, wie in 
Figur !8 und 19 angedeutet, aus H(n) herausgeschnitten u d dann in 
1 5 S I 4- 1 C '* 
b~_ Vo b b 
2 r 2 3 5 2 d 5 
FIGUR 19 FIGUR 19'  FIGUR 19" 
seiner L/ingsrichtung um den Winkel 7r verdrillt (s. Fig. 19'). Das tibrig 
gebliebene Teilbandstiick T' yon H(n) liegt dann in einem ebenen (d.h. 
unverdrillten) Rechteck, wie in Figur 19" angedeutet. F/irbt man in T 
(s. Fig. 19) die Ecken 1 und 4 mit der Farbe a, die Ecken 2 und 5 mit der 
Farbe b und die Ecke 3 mit der Farbe c, so erh/ilt man eine zul/issige 
F/irbung von T, bei der die Ecken 1 und 4 sowie auch 2 und 5 jeweils 
gleich gef/irbt sind. Wir brauchen daher nur noch zu zeigen, dass man 
auch T' mit 4 Farben zul/issig so f/irben kann, dass in T' die Ecken 1 und 4 
sowie auch 2 und 5 jeweils gleiche Farben erhalten. T' besitzt n -- 1 
Ecken, also mindestens 6 Ecken. Ferner ist die Eckenzahl von T' gerade. 
Ist die Eckenzahl von T' gleich 6, so gibt es eine F/irbung yon T' der 
verlangten Art (s. Fig. 19"). Auch das T' mit der Eckenzahl 8 besitzt eine 
solche F/irbung (sogar mit nur 3 Farben). Hat man nun ein T' mit einer 
(geraden) Eckenzahl n' ~> 10, so zerschneide man T' 1/ings einer Kante 
yon T' in ein T~ und Ts derart, dass T~' die Eckenzahl n' -- 4 und T~. die 
Eckenzah! 6 (s. Fig. 19") erh/ilt. Wir kSnnen dann die Induktionsannahme 
machen, dass T~ in der verlangten Art f~irbbar ist. Da auch Ts in der 
verlangten Art f/irbbar ist, brauchen wir nur noch die F/irbungen von T~ 
und T~ zusammenzusetzen und erhalten so eine zul/issige F/irbung von T' 
wieder in der verlangten Art. Hiermit ist (4.1) bewiesen. 
Es folgt : 
SATZ 5. Die chromatische Zahl e&es fastpliittbaren Graphen G &t nicht 
gr6sser als 5. Sie ist gleich 5 genau dann, wenn G isomorph ist zu einem 
Graphen K2 * C~ mit ungeradem n >/3, 
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BEWEIS " Wegen (4.1) k~Snnen wir annehmen, dass G nicht in ~2 liegt. 
Dann existiert, sofern nicht schon G selbst minimal ist, ein minimaler 
Graph G' in ~ -- ~2 mit G ~ G'. Ist G minimal, so folgt aus Satz 4 ohne 
weiteres unsere Behauptung. Ist dagegen G nicht minimal, so gibt es in der 
Reduktionskette von G nach G' verm6ge G ~ G' einen unmittelbaren 
Vorg/inger G" yon G', wobei also G" aus G' entweder durch Unterteilung 
einer Kante von G' oder durch Adjunkfion einer Kuratowski'schen Kante 
entsteht. Im 1. Fall folgt aber aus Satz 4 unmittelbar, dass die chroma- 
tische Zahl von G" kleiner als 5 ist. Im 2. Fall ist G' notwendig einer der 
Graphen, die in Satz 4 unter 1-3 oder 5 aufgefiihrt sind. Dann ist bereits 
die chromatische Zahl yon G' kleiner als 5. Daraus folgt in jedem der 
beiden F/ille, dass die chromatische Zahl von G" und daher auch die 
chromatische Zahl yon G kleiner als 5 ist. Hiermit ist Satz 5 bewiesen. 
LITERATUR 
1. G. A, DIRAC UND S. SCHUSTER, A Theorem of Kuratowski, Nederl. Akad. Wetensch. 
Proc. Ser. A 57 (1954), 343-348. 
2. R. HALIN UND H, A. JUNG, tAber Minimalstrukturen yon Graphen, insbesondere 
yon n-fach zusammenh~ingenden Graphen, Math. Ann. 152 (1963), 75-94. 
3. C. KURATOWSKI, Sur le Probl6me des Courbes gauches en Topologie, Fund. Math. 15 
(1930), 271-283. 
